
От редакционной коллегии

Настоящий выпуск тематического сборника "Статистические методы
оценивания и проверки гипотез издаваемого Пермским государственным
университетом, является 28-м. Предшествующие выпуски издавались в
следующие годы: вып. 1 — 1978, вып. 2 — 1980, вып. 3 — 1982,
ып. 4 — 1984, вып. 5 — 1986, вып. 6 — 1988, вып. 7 — 1990, вып. 8 — 1991,
вып. 9 — 1993, вып. 10 — 1995, вып. 11 — 1996, вып. 12 — 1998,
вып. 13 —1999, вып. 14 — 2000, вып. 15 — 2001, вып. 16 — 2002,
вып. 17 — 2003, вып. 18 — 2005, вып. 19 — 2006, вып. 20 — 2007,
вып. 21 — 2008, вып. 22 — 2010, вып. 23 — 2011, вып. 24 — 2012,
вып. 25 — 2013, вып. 26 — 2015, вып. 27 — 2016.

Сборники 1978–1988 гг. переведены в журнале "Journal of Soviet
Mathematics"(1987: Vol. 39, №2; Vol. 39, №4; 1988: Vol. 40, № 2; Vol. 41, № 1;
1991: Vol. 53, №6; Vol. 56, № 3); сборники 1990–2008 гг. – в журнале "Journal
of Mathematical Sciences"(1990: Vol. 75, № 1; 1991: Vol. 75, № 2; 1993: Vol. 81,
№4; 1995: Vol. 88, № 6; 1996: Vol. 103, № 4; 1998: Vol. 103, № 5; 1999: Vol. 126,
№1; 2000: Vol. 119, № 3; 2001: Vol. 127, №4; 2002, 2003: Vol. 189, № 6; 2005:
Vol. 205, № 1; 2006: Vol. 220, № 6; Vol. 228, №5; 2007: Vol. 221, № 4; 2008:
Vol. 227, № 2).

Это издание включает в себя статьи преподавателей и научных со-
трудников Московского и Пермского государственных университетов, На-
ционального университета Узбекистана, НИУ Высшая школа экономики
(г. Москва), Московского государственного технического университета им.
Н.Э. Баумана, и ряда других научных и учебных заведений.

Большинство статей посвящено решению задач теории оценивания и
статистической проверки гипотез. В ряде публикаций рассмотрены асимп-
тотические задачи теории вероятностей и математической статистики, а
также вероятностно-статистические модели, имеющие важное прикладное
значение.



Статистические методы оценивания и проверки гипотез
2018 Пермский государственный университет Вып. 28

УДК 519.24

Асимптотические свойства последовательного
интервального оценивания функционалов от функции

распределения
А.А. Абдушукуров1, Г. Г. Рахимова2

1Филиал Московского Государственного Университета имени М.В.Ломоносова, факуль-
тет прикладной математики и информатики, Узбекистан, Ташкент;
a_abdushukurov@rambler.ru; (+99871) 232-28-22; Узбекистан, 100060, г. Ташкент, про-
спект Амира Темура 22, Филиал Московского Государственного Университета имени
М.В.Ломоносова, кафедра "Прикладная математика и информатика"
2Национальный Университет Узбекистана имени Мирзо Улугбека, математический фа-
культет, Узбекистан, Ташкент;
rakhimova_gulnoza @ mail.ru;(+99871)246-39-25; Узбекистан, 100174, г. Ташкент, ВУЗ
городок, Национальный Университет Узбекистана, кафедра "Теория вероятностей и
математическая статистика"

Аннотация. Рассмотрено последовательное интервальное оценивание достаточ-
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1. Введение
В отличие от классических методов математической статистики, в ко-

торых число производимых наблюдений фиксируется заранее, методы по-
следовательного анализа характеризуются тем, что момент прекращения
наблюдений (момент остановки) является случайным и определяется в за-
висимости от значений наблюдаемых данных и от принятой меры опти-
мальности построенной статистической оценки. Изложим основную асимп-
тотическую задачу последовательного оценивания интервалами фиксиро-
ванной ширины.
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Рассмотрим на вероятностном пространстве (Ω, F, P ) последователь-
ность ξ1, ξ2, ..., ξn, ... независимых одинаково нормально распределенных
случайных величин со средним θ и дисперсией σ2. Используя эмпирическое

среднее θn = 1
n

n∑
i=1

ξi, построим для неизвестного среднего θ интервальную

оценку I(n) = [θn − ε, θn + ε], где ε > 0 – малое число.
Пусть 0<γ<1, a = Φ−1

(
1+γ
2

)
, где Φ(x) – функция распределе-

ния стандартной нормальной случайной величины. Тогда для nε =

inf
(
n ≥ 1 : n ≥ a2σ2

ε2

)

P{θ ∈ I(nε)} = P


∣∣∣∣∣∣∣∣
nε∑
i=1

(ξi − θ)

σ
√
nε

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
ε
√
nε

aσ
× a

 ≥

≥ P

{
1

√
nε

∣∣∣∣∣
nε∑
i=1

ξi − θ

σ

∣∣∣∣∣ ≤ a

}
= 2Φ(a)− 1 = γ.

Следовательно, I(nε) является интервальной оценкой для θ с доверитель-
ным уровнем γ.

Если дисперсия нормального распределения σ2 неизвестна, то как
показано в работе [1], по выборке фиксированного неслучайного объема
невозможно построить доверительный интервал фиксированной ширины
для среднего θ. В этом случае задача последовательного оценивания дове-
рительными интервалами фиксированной ширины сводится к задаче выбо-
ра правила или момента остановки Nε = inf

(
n ≥ 1 : n ≥ a2σ2n/ε

2
)
, где σ2n –

состоятельная оценка для неизвестной дисперсии σ2, и нахождению усло-
вий, при которых lim

ε→0
P{θ ∈ I(Nε)} ≥ γ (асимптотическая состоятельность

доверительного интервала I(Nε)).
Чоу и Роббинс [2] разработали основную асимптотическую теорию по-

следовательного доверительного оценивания интервалами фиксированной
ширины в общем случае. Они рассмотрели задачу оценивания среднего
неизвестного распределения при единственном предположении существо-
вания второго момента распределения. Задача доверительного оценивания
среднего значения интервалами фиксированной ширины для распределе-
ния, притягивающемуся к устойчивому распределению, у которого не су-
ществует момент второго порядка, рассмотрена в работе [3].

Содержательный обзор работ по последовательному непараметриче-
скому оцениванию интервалами фиксированной ширины приведен в моно-
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графии [4]. Из последующих работ следует отметить статью [5], где изуче-
но точечное и интервальное последовательное оценивание интегрального
функционала от неизвестной спектральной плотности гауссовского стацио-
нарного процесса. В работе [6] приведен обзор приложений методов после-
довательного оценивания, включая метод непараметрического оценивания
интервалами фиксированной ширины.

Начиная с работы [2], многие авторы в конкретных статистических
моделях для доказательства состоятельности доверительных интервалов
фиксированной ширины применяли классическую теорему Анскомба [7],
которая предполагала выполнение условия "равномерной непрерывности
по вероятности" . Обзор таких работ приведен в [4]. Альтернативный под-
ход к доказательству асимптотической состоятельности доверительных ин-
тервалов фиксированной ширины, основанный на слабом принципе инва-
риантности, детально рассмотрен в [8].

В данной работе для доказательства асимптотической состоятельности
доверительных интервалов фиксированной ширины использован подход,
основанный на применении предельных теорем для случайно остановлен-
ных стохастических процессов. В первой части работы приведены общие
условия асимптотической состоятельности доверительного интервала фик-
сированной ширины и асимптотической эффективности момента остановки
в последовательном интервальном оценивании широкого класса функцио-
налов θ(F ) от неизвестной функции распределения F (x), x ∈ R из Ψ, где
Ψ – семейство функций распределений, удовлетворяющих определенным
условиям регулярности. Во второй части работы рассмотрены задачи по-
следовательного интервального оценивания неизвестной плотности вероят-
ности линейного процесса.

Конкретные статистические модели, в которых для доказательства
асимптотической состоятельности доверительных интервалов фиксирован-
ной ширины использован подход этой работы, основанный на применении
предельных теорем для случайно остановленных стохастических процес-
сов, рассмотрены в работах [9-10].

2. Последовательное интервальное оценивание функционала от
неизвестной функции распределения

Рассмотрим на вероятностном пространстве (Ω, F, P ) случайные ве-
личины ξ1, ξ2, ..., ξn с неизвестной функцией распределения F (x), x ∈ R из
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Ψ, где Ψ – семейство функций распределений, удовлетворяющих опреде-
ленным условиям регулярности. Для оценки функционала θ(F ) от функ-
ции распределения F будем использовать состоятельную оценку θn =

θn(ξ1, ξ2, ..., ξn), допускающую разложение

θn = θ(F ) + [θn − E(θn)] + [E(θn)− θ(F )] =

= θ(F ) +
n∑

k=1

Yn(ξk) + Zn. (1)

Здесь величины Yn(ξk), 1 ≤ k ≤ n и Zn таковы, что существуют числа
α > 0, σ2(F )> 0, и при n→ ∞

nα
n∑

k=1

Yn(ξk)
D−→ N(0, σ2(F )) и nαZn −→ 0,

где N(0, σ2(F )) – нормально распределенная случайная величина со сред-
ним 0, дисперсией σ2(F ), а символ D−→ означает слабую сходимость случай-
ных величин.

Пусть 0<γ<1, a = Φ−1
(
1+γ
2

)
, I(nε) = [θnε

− ε, θnε
+ ε] – интервал

длины 2ε, ε>0, и

nε = inf

(
n ≥ 1 : n ≥

(
a2σ2(F )

ε2

) 1
2α

)
. (2)

Тогда из сходимости σ−1(F )nα(θn − θ(F ))
D−→ N(0, 1) при n → ∞ и ε → 0

получаем
P {θ(F ) ∈ I(nε)} = P {|θnε

− θ(F )| ≤ ε} =

= P

{
σ−1(F )nαε |θnε

− θ(F )| ≤ σ−1(F )nαε ε

a
a

}
≥

≥ P
{
σ−1(F )nαε |θnε

− θ(F )| ≤ a
}
→ 2Φ(a)− 1 = γ.

Эта последовательная процедура обладает тем недостатком, что nε зависит
от неизвестного функционала σ2(F ), который необходимо оценить. Пусть
V 2
n = V 2

n (ξ1, ξ2, ..., ξ2) – состоятельная оценка для σ2(F ). Исходя из (2),
определим момент остановки Nε следующим образом:

Nε = inf

(
n ≥ 1 : n ≥

(
a2V 2

n

ε2

) 1
2α

)
, ε > 0. (3)
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Тогда последовательный доверительный интервал для θ(F ), основанный
на моменте остановки (3) имеет вид:

I(Nε) = [θNε
− ε, θNε

+ ε], ε > 0.

Cледуя Чоу и Роббинс [2], введем следующие понятия.
Определение 1.1. Доверительный интервал фиксированной ширины
I(Nε) называется состоятельным, если lim

ε→0
P{θ(F ) ∈ I(Nε)} ≥ γ для неко-

торого 0 < γ < 1 и для всех F ∈ Ψ.
Определение 1.2. Момент остановки Nε называется эффективным, если
I(Nε) состоятелен и lim

ε→0

Nε

nε
= 1.

Заметим, что nε равен минимальному количеству наблюдений, необхо-
димых для того, чтобы асимптотическая при ε→ 0 вероятность накрытия
интервалом I(nε) = [θnε

− ε, θnε
+ ε] известного функционала θ(F ) была

не меньше γ. Поэтому асимптотическая эффективность в смысле Чоу и
Роббинса момента остановки Nε означает, что Nε при малых ε в среднем
ведет себя также, как и в случае известного функционала θ(F ).

Теорема 2.1. Если V 2
n → σ2(F ) с вероятностью 1 при n → ∞, то

1) для любого ε>0 P{Nε < ∞} = 1; 2) Nε → ∞ с вероятностью 1 при
ε→ 0; 3) lim

ε→0
E(Nε) = ∞; 4) Nε

nε
→ 1 с вероятностью 1 при ε→ 0.

Доказательство теоремы 2.1. 1) Для любого ε>0

P{Nε = ∞} = lim
n→∞

P{Nε ≥ n} ≤ lim
n→∞

P

{
n ≤

(
a2V 2

n

ε2

) 1
2α

}
= 0.

2) Из (3) видно, что Nε возрастает при уменьшении ε и Nε → ∞ с
вероятностью 1 при ε→ 0.

3) Из теоремы о монотонной сходимости lim
ε→0

E(Nε) = ∞.
4) Из (2) и (3) для любого ε > 0 справедливы неравенства
(ε2)

1
2α

(ε2)
1
2α +(a2σ2(F ))

1
2α

≤ 1
nε

≤
(

ε2

a2σ2(F )

) 1
2α

и
(
a2V 2

Nε

ε2

) 1
2α ≤ Nε ≤ 1 +

(
a2V 2

Nε−1

ε2

) 1
2α

.

Поскольку Nε → ∞ при ε → 0 и V 2
n → σ2(F ) при n → ∞ с вероятностью

1, то
(

V 2
Nε

σ2(F )

) 1
2α → 1 и

(
V 2
Nε−1

σ2(F )

) 1
2α → 1 с вероятностью 1 при ε → 0. Отсюда

и из соотношения (
V 2
Nε

) 1
2α

(ε2a−2)
1
2α

+ (σ2(F ))
1
2α

≤ Nε

nε
≤ 1

nε
+

(
V 2
Nε−1

σ2(F )

) 1
2α

получается последнее утверждение теоремы.
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Теорема 2.2. Если для некоторого ε0>0
∞∑

m=1

sup
0≤ε≤ε0

P

{
Nε

nε
≥ m

}
<∞,

то lim
ε→0

E (Nε)

nε
= 1.

Для доказательства утверждения теоремы 2.2 достаточно показать
(в силу теоремы 2.1 [11]) равномерную интегрируемость множества{

Nε

nε
, ε ≥ 0

}
. Как показано в работе [12] (лемма 3.2), для этого достаточно

выполнение условия теоремы 2.2.
Пусть символ J−→ означает слабую сходимость в J-топологии Скорохо-

да.

Теорема 2.3. Пусть выполнено условие теоремы 2.1 и
(I) nα (E(θn)− θ(F )) → 0 при n → ∞; (II) {ζε(t), t ∈ [0, 1]} J−→

{W (t), t ∈ [0, 1]} при ε → 0. Здесь ζε(t) = nαεσ
−1(F )

[nεt]∑
k=1

Ynε
(ξk), t ∈ [0, 1], а

W (t), t ∈ [0, 1] – винеровский процесс с E(W (t)) = 0, E(W 2(t)) = 1. Тогда
1) σ−1(F )Nα

ε (θNε
− θ(F ))

D−→ N(0, 1) при ε→ 0;
2) lim

ε→0
P (θ (F ) ∈ I(Nε)) ≥ γ, то есть доверительный интервал I(Nε)

фиксированной ширины является состоятельным.
Для доказательства утверждений теоремы 2.3 заметим, что из условия

(II) теоремы 2.3 и утверждения 4) теоремы 2.1 получаем, что для случайно-
го процесса {ζε(t), t ∈ [0, 1]} и для случайной величиныNε/nε выполняются
условия теоремы 2.8.1 в [13] о предельном распределении случайно останов-
ленных стохастических процессов. Из этой теоремы, условия (I) теоремы
2.3 и из разложения (1) получаем утверждения теоремы 2.3.

Замечание 2.1. Если выполнены условия теорем 2.2. и 2.3., то мо-
мент остановки (3) является асимптотически эффективным в смысле
Чоу и Роббинса.

3. Последовательное интервальное оценивание плотности
вероятности линейного случайного процесса

Рассмотрим на вероятностном пространстве (Ω, F, P ) строго стацио-
нарный линейный случайный процесс {Xt, t ≥ 1}, представимый следую-
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щим образом:

Xt =
n∑

n=0

gnYt−n, (4)

где Yt, t ∈ Z = {...,−1, 0, 1, ...} – последовательность независимых одинако-
во распределенных случайных величин, а {gn, n ≥ 0} – последовательность
чисел такая, что gn → 0 при n → ∞. Случайными процессами вида (7)
описываются, например, схемы авторегрессии и смешанной авторегрессии
скользящего среднего.

Через f−→
X
(x1, x2, ..., xk) обозначим совместную плотность вероятности

случайного вектора
−→
X = (X1, ..., Xk). Предположим, что маргинальная

плотность вероятности f(x), x ∈ (−∞,∞) неизвестна. Для оценки плотно-
сти вероятности f(x) в точке x рассмотрим ядерную оценку

fn(x) =
1

nh(n)

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h(n)

)
, (5)

где {K(x), x ∈ (−∞,∞)} – неотрицательная и ограниченная функция,
{h(n), n ≥ 1} – последовательность действительных чисел такая, что
h(n) → 0 при n→ ∞.

Замечание 3.1. Оценка (5) зависит от выбора убывающей последо-
вательности чисел {h(n), n ≥ 1}, неизвестной плотности вероятности,
а также ее производных. При оптимальном выборе последовательности
среднеквадратическая ошибка оценки (5) имеет наименьший порядок ма-
лости. Способы выбора оптимальной последовательности {h(n), n ≥ 1}
на основе наблюдений, балансирования разброса и смещения оценки (5)
приведены, например, в монографии [14].

Оценка (5) допускает разложение

fn(x) = f(x) +
n∑

i=1

Yn(K,Xi) + Zn,

где

Yn(K,Xi) =
1

nh(n)
K

(
x−Xi

h(n)

)
− E

(
1

nh(n)
K

(
x−Xi

h(n)

))
, 1 ≤ i ≤ n,

Zn = E (fn(x)− f(x)) .

Обозначим

k(u) =

∞∫
−∞

exp(iuy)K(y)dy, kq = lim
u→0

1− k(u)

|u|q
,

10



и пусть φ(u) и ψ(u) являются характеристическими функциями случайных
величин Y1 и X1.

Введем условия:

(А)
∞∫

−∞
K(y)dy < ∞, k =

∞∫
−∞

K2(u)du < ∞; lim
|y|→∞

|y|K(y) = 0,

∞∫
−∞

|K(y + h)−K(y)|dy<c1h, где c1 – конечная положительная постоян-
ная;

(В)
∞∫

−∞
|uφ(u)|du < ∞, kq < ∞, |

∞∫
−∞

exp(−iux)|u|qψ(u)du| < ∞ для неко-

торого q > 0;
(С) E(|Y1|m) <∞ для некоторого m > 0 и если m ≥ 1 , то E(Y1) = 0;

(D)
∞∑
i=n

i|gi|α = O(n−γ) для некоторого γ > 0, где α = m/2, если m ≤ 1 и

α = 1/2, если m > 1;
(H) h(n) = n−β, 0 < β < 1, C > 0.

Замечание 3.2. Константа С в условии (Н) выбирается на основе
наблюдений. Для β = β0 =

1
2q+1 согласно [15] константа

C = C(f(x), f (q)(x)) =
kf(x)

(
√
2q/kqf (q)(x))

β0

и нетрудно показать, что если fn(x) и f
(q)
n (x) – состоятельные оценки

для f(x) и f (q)(x) соответственно, то

Cn = C(fn(x), f
(q)
n (x)) =

kfn(x)

(
√
2q/kqf

(q)
n (x))

β0

является состоятельной оценкой для С. В случае β0 < β < 1 задача вы-
бора константы С на основе наблюдений остается открытой, по крайней
мере в пределах данной работы.

Не нарушая общности, рассуждений предположим C = 1.
Приведем две теоремы из работ [16,17].

Теорема 3.1 [16]. Пусть выполнены условия (А), (В), (С), (D), (Н)
и (2q + 1)−1 < β < 1. Тогда

σ−1n(1−β)/2
n∑

i=1

Yn(K,Xi)
D−→ N(0, 1) и n(1−β)/2Zn → 0 при n→ ∞,

где σ2 = k f(x)

11



Пусть 0 <γ < 1, a = Φ−1
(
1+γ
2

)
и I(nε) = [fnε

(x) − ε, fnε
(x) + ε] –

интервал длины 2ε для любого ε>0, где

nε = inf

(
n ≥ 1 : n ≥

(
a2σ2

ε2

)1/(1−β)
)
. (6)

Из теоремы 2.1. получаем

P {f(x) ∈ I(nε)} = P {|fnε
(x)− f(x)| ≤ ε} =

= P

{
σ−1n

1−β
2

ε |fnε
(x)− f(x)| ≤ σ−1n

1−β
2

ε ε

a
a

}
≥

≥ P
{
σ−1n

1−β
2

ε |fnε
(x)− f(x)| ≤ a

}
→ 2Φ(a)− 1 = γ

при ε→ 0. Эта последовательная процедура обладает тем недостатком, что
nε зависит от неизвестной плотности вероятности f(x) через σ2, поэтому
вместо nε рассмотрим момент остановки

Nε = inf

(
n ≥ 1 : n ≥

(
a2k

ε2
fn(x)

) 1
1−β

)
, ε > 0. (7)

Тогда последовательный доверительный интервал для f(x), основанный на
моменте остановки (7), имеет вид I(Nε) = [fNε

(x)− ε, fNε
(x) + ε], ε > 0.

Введем условие

(Е)
∞∫

−∞
|K(t)− aK(at)|dt ≤ c2

b
1−a ,

∞∫
−∞

|u|s|φ(u)|du <∞ для 0 < b < a < 1 и

s = 0, 1, 2, где c2 – положительная постоянная.

Теорема 3.2 [17]. 1) Если выполнены условия (А), (В), (С), (D), (Е),
(Н) и 1

2q+1< β < 1
2, то fn(x) → f(x) с вероятностью 1 при n → ∞ и

∞∑
m=1

sup
0≤ε≤ε0,

P
{

Nε

nε
≥ m

}
<∞ для некоторого ε0 > 0.

2) Если выполнены условия (А), (В), (С), (D) и 1
2q+1< β< 1, то

{ζε(t), t ∈ [0, 1]} J−→ {W (t), t ∈ [0, 1]} при ε→ 0,

где ζε(t) = σ−1 n
(1−β)/2
ε

[nεt]∑
i=1

Ynε
(Xi), t ∈ [0, 1].

Из теорем 3.1, 3.2 и 3.3 следует

Теорема 3.3. Если выполнены условия (А), (В), (С), (D), (Е), (Н) и
1

2q+1 < β < 1
2, то для nε из (6) и момента остановки (7):
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1) Для любого ε > 0 : P{Nε <∞} = 1;
2) Nε → ∞ с вероятностью 1 при ε→ 0;
3) lim

ε→0
E(Nε) = ∞;

4) Nε

nε
→ 1 с вероятностью 1 при ε→ 0;

5) lim
ε→0

E(Nε)
nε

= 1.

Из теоремы 2.2 также следует

Теорема 3.4. Пусть выполнены условия (А), (В), (С), (D), (Н) и
1

2q+1 < β < 1. Тогда

1) σ−1N
1−β
2

ε (fNε
(x)− f(x))

D−→ N(0, 1) при ε→ 0;
2) lim

ε→0
P (f (x) ∈ I(Nε)) ≥ γ, то есть доверительный интервал фиксиро-

ванной ширины I(Nε) является состоятельным.
Из теорем 2.3 и 2.4 также следует, что если выполнены условия (А),

(В), (С), (D), (Е), (Н) и 1
2q+1 < β < 1

2 , то момент остановки (7) является
асимптотически эффективным в смысле Чоу и Роббинса.
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Аннотация. В данной работе описан комбинированный сеточный метод статисти-
ческого оценивания параметров распределений Линника и Миттаг-Леффлера. Особен-
ностью задачи является отсутствие явных представлений плотностей указанных
распределений в терминах элементарных функций, что делает неприменимым метод
максимального правдоподобия. Более того, в этой ситуации “чистый” метод момен-
тов также неприменим из-за того, что указанные распределения имеют тяжелые
хвосты. Предлагаемый в данной статье сеточный метод основан на возможности
представления распределений Линника и Миттаг-Леффлера соответственно в виде
масштабной смеси распределения Лапласа и смешанного показательного распределе-
ния. В обоих случаях смешивающее распределение одно и то же и соответствует от-
ношению двух независимых односторонних строго устойчивых случайных величин с
одним и тем же характеристическим показателем. Оказалось, что плотность это-
го распределения может быть выражена в терминах элементарных функций и име-
ет довольно простой явный вид. На первом этапе предлагаемого метода с помощью
версии ЕМ-алгоритма ищется дискретная аппроксимация указанного смешивающе-
го распределения. На втором этапе путем минимизации невязки между полученной
дискретной оценкой и теоретической смешивающей плотностью по параметру нахо-
дится оценка параметра анализируемого распределения. Описаны разные способы вы-
бора узлов сетки. Приведены результаты имитационного моделирования, иллюстри-
рующие сходимость метода. Также приведены результаты сравнения описываемого
метода с оценками, полученными методом логарифмических моментов.

Ключевые слова: распределение Линника; распределение Миттаг-Леффлера; мас-
штабная смесь; ЕМ-алгоритм; логарифмический момент.
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1. Введение

Распределения Линника и Миттаг-Леффлера представляют особый
интерес как «тяжелохвостые» модели статистических закономерностей, при
которых большие значения наблюдаемых характеристик встречаются на-
много чаще, чем предписывают классические нормальные или экспоненци-
альные модели. Эти распределения возникают в некоторых задачах, свя-
занных с дифференциальными уравнениями дробного порядка в физике,
астрономии, финансовой математике и других областях. Распределения
Линника и Миттаг-Леффлера традиционно рассматривается вместе, по-
скольку характеристическая функция (х. ф.) распределения Линника име-
ет такой же аналитический вид, как преобразование Лапласа–Стильтьеса
(п. Л.–С.) распределения Миттаг-Леффлера. Поэтому эти распределения
обладают многими сходными свойствами. В частности, они являются гео-
метрически устойчивыми, так как являются предельными для геометриче-
ских случайных сумм независимых одинаково распределенных случайных
величин (с. в.) с бесконечными дисперсиями, и потому представимы в виде
масштабных смесей устойчивых законов, в которых смешивающим явля-
ется распределение Вейбулла.

В данной работе описан комбинированный сеточный метод статистиче-
ского оценивания параметров распределений Линника и Миттаг-Леффлера.
Особенностью задачи является отсутствие явных представлений плотно-
стей указанных распределений в терминах элементарных функций, что де-
лает неприменимым метод максимального правдоподобия. Более того, в
этой ситуации “чистый” метод моментов также неприменим из-за того, что
указанные распределения имеют тяжелые хвосты. Предлагаемый в данной
статье сеточный метод основан на возможности представления распределе-
ний Линника и Миттаг-Леффлера соответственно в виде масштабной сме-
си распределения Лапласа и смешанного показательного распределения. В
обоих случаях смешивающее распределение одно и то же и соответству-
ет отношению двух независимых односторонних строго устойчивых с. в.
с одним и тем же характеристическим показателем. Оказалось, что плот-
ность этого распределения может быть выражена в терминах элементар-
ных функций и имеет довольно простой явный вид. На первом этапе пред-
лагаемого метода с помощью версии ЕМ-алгоритма ищется дискретная ап-
проксимация указанного смешивающего распределения. На втором этапе
путем минимизации невязки между полученной дискретной оценкой и тео-
ретической смешивающей плотностью по параметру находится оценка па-
раметра анализируемого распределения. Описаны разные способы выбора
узлов сетки. Приведены результаты имитационного моделирования, иллю-
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стрирующие сходимость метода. Также приведены результаты сравнения
описываемого метода с оценками, полученными методом логарифмических
моментов.

Символы d
= и =⇒ будут соответственно обозначать совпадение распре-

делений и сходимость распределений. С. в. со стандартным показательным
распределением будет обозначаться W1.

2. Распределения Миттаг-Леффлера и Линника

Пусть α ∈ (0, 1] и Mα – неотрицательная с. в. с преобразованием Лапласа–
Стильтьеса

ψα(s) ≡ E exp{−sMα} =
(
1 + sα

)−1
, s ≥ 0. (1)

Распределения с п. Л.–С. (1) принято называть распределениями Миттаг-
Леффлера. Происхождение этого названия связано с тем, что плотность,
соответствующая п. Л.–С. (1), имеет вид

fMα (x) =
1

x1−α

∑∞

n=0

(−1)nxαn

Γ(αn+ 1)
= − d

dx
Eα(−xα), x ≥ 0,

где Eα(z) – функция Миттаг-Леффлера индекса α, определяемая как сте-
пенной ряд

Eα(z) =
∑∞

n=0

zn

Γ(αn+ 1)
, α > 0, z ∈ Z.

Функция распределения (ф. р.), соответствующая плотности fMα (x), будет
обозначаться FM

α (x).
При α = 1 распределение Миттаг-Леффлера превращается в стан-

дартное показательное распределение: M1
d
= W1.

Для ф. р. FM
α (x) при x > 0 справедливо интегральное представление

FM
α (x) = 1− sin(πα)

π

∫ ∞

0

zα−1e−zxdz

1 + z2α + 2zα cos(πα)
.

Из этого представления вытекает, что

Mα
d
= W1 ·Rα,

где с. в. в правой части независимы, причем с. в. Rα имеет плотность

pRα (z) =
sin(πα)

π
· zα−1

1 + z2α + 2zα cos(πα)
, z ≥ 0.

В работе [14] показано, что плотность pRα (z) соответствует отношению двух
независимых с. в. с одним и тем же односторонним строго устойчивым
распределением с характеристическим показателем α.
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При α < 1 плотность (10) имеет хвост, убывающий степенны́м образом:
если 0 < α < 1, то

lim
x→∞

xα+1fMα (x) =
Γ(α + 1)

π
sin πα

(см., например, [9]).
Моменты с. в. с распределением Миттаг-Леффлера порядков β ≥ α

бесконечны, но при 0 < β < α < 1

EMβ
α = Γ(1 + β

α)Γ(1−
β
α).

Распределения с х. ф.

fLα(t) =
(
1 + |t|α

)−1
, t ∈ R,

где 0 < α ≤ 2, принято называть распределениями Линника (в работе
[24] предложено альтернативное менее употребительное название α-Laplace
distribution). Они были введены Ю. В. Линником в 1953 г. [1]. При α = 2
распределение Линника превращается в распределение Лапласа, соответ-
ствующее плотности

fΛ(x) = 1
2e

−|x|, x ∈ R. (2)

Лапласовская с. в. с плотностью (2) и ее ф. р. будут соответственно обо-
значаться Λ и FΛ(x).

С. в., имеющая распределение Линника с параметром α, ее ф. р. и
плотность будут соответственно обозначаться Lα, FL

α и fLα . При этом
FL
2 (x) ≡ FΛ(x), x ∈ R.

Распределения Линника обладают многими интересными свойствами.
Лин [20] доказал саморазложимость FL

α . Существование моментов с. в. Lα

обсуждается в работе [3]. Абсолютные моменты порядков β < α с. в. Lα

имеют вид

E|Lα|β =
2β√
π
·
Γ
(
1 + β

α

)
Γ
(
1+β
2

)
Γ
(
1− β

α

)
Γ
(
1− β

2

) .

Распределения Линника безгранично делимы [7], имеют бесконечный пик
плотности в нуле при α ≤ 1 [7]. В работе [10] показано, что при 0 < α < 2
хвосты распределения Линника убывают степенны́м образом:

lim
x→∞

xα
[
1− FL

α (x)
]
=

Γ(α)

π
sin

πα

2
.

В работах [13, 14, 17, 23] получены разнообразные представления рас-
пределений Линника в виде смесей. В частности, в работах [14, 17] показа-
но, что

Lα
d
= Λ ·

√
Rα/2,
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где с. в. в правой части независимы. Отсюда вытекает, что для плотности
fLα справедливо интегральное представление

fLα =
sin(πα/2)

π

∫ ∞

0

zαe−z|x|dz

1 + z2α + 2 cos(πα/2)
, x ∈ R,

полученное прямым методом в работах [15, 16].
Пожалуй, чаще всего распределения Миттаг-Леффлера и Линника

упоминаются как примеры геометрически устойчивых распределений. Это
означает, что если X1, X2, . . . – независимые одинаково распределенные с.
в., общее распределение которых принадлежит области нормального при-
тяжения симметричного α-строго устойчивого распределения, а NB1, p –
независимая от X1, X2, . . . с. в. с геометрическим распределением

P(NB1, p = n) = p(1− p)n−1, n = 1, 2, . . . , p ∈ (0, 1),

то для каждого p ∈ (0, 1) существует константа ap > 0 такая, что
ap
(
X1 + . . . +XNB1, p

)
=⇒ Lα при p → 0. А если общее распределение с. в.

X1, X2, . . . принадлежит области нормального притяжения одностороннего
α-строго устойчивого распределения, то для каждого p ∈ (0, 1) существует
константа ap > 0 такая, что ap

(
X1 + . . . +XNB1, p

)
=⇒ Mα при p → 0, см.,

например, [4] или [12].
Распределения Миттаг-Леффлера и Линника возникают в некоторых

задачах, связанных с дифференциальными уравнениями дробного порядка
и аномальной диффузией в физике, а также в астрономии, финансовой
математике и других областях [8, 11, 18, 21, 22].

3. Методы статистического оценивания параметров
распределений Линника и Миттаг-Леффлера

В связи с тем, что распределения Миттаг-Леффлера и Линника на-
ходят применение во многих прикладных задачах, большую актуальность
приобретает проблема статистического оценивания их параметров.

В 1999 году в статье [10] были предложены некоторые методы оценки
параметра распределения Линника, основанные на поведении хвостов рас-
пределения. В этой статье замечено, что хвосты распределения Линника
ведут себя подобно закону Парето, и предлагается оценивать параметры
распределения Линника на основе этого факта. В частности, рассмотрена
оценка параметра α методом характеристических функций в предположе-
нии, что другие параметры (масштаба и сдвига) известны.

В 2001 году в статье [19] было предложено оценивать параметры рас-
пределений Линника и Миттаг-Леффлера с помощью дробных моментов.
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Однако предложенный в [19] подход имеет существенный недостаток – в
нем никак не учитывается тот факт, что для этих распределений суще-
ствуют только моменты порядка строго меньше параметра распределения,
и без каких-либо априорных предположений о значении этого параметра
применять этот метод, вообще говоря, нельзя.

В работах [5, 6] был предложен метод оценки параметров рассматри-
ваемых распределений методом логарифмическим моментов. Суть метода
сводится к применении формул вида:

α̂ =
π√

3 (σ̂2L′ − π2/12)
, δ̂ =

2π√
2 (6σ̂2T ′ + π2)

,

где L′ и T ′ получаются из исходных выборок распределения Линника L и
Миттаг-Леффлера T путем взятия логарифма от модуля значений в выбор-
ке и логарифма значений соответственно. В данных работах также было
доказано, что получаемые оценки являются асимптотически несмещенны-
ми.

В настоящей работе рассматривается альтернативный метод – двух-
этапный сеточный метод. Пожалуй, главным отличием предлагаемого под-
хода от указанных выше является то, что фактически результатом приме-
нения описываемых далее алгоритмов является не точечная оценка неиз-
вестного параметра, а функция плотности смешивающего закона.

4. Описание алгоритма сеточного метода оценивания

На первом этапе двухэтапного сеточного метода с помощью модифи-
кации классического EM-алгоритма осуществляется разделение смеси, ре-
зультатом чего является набор известных узлов и оценок соответствующих
им весов, то есть дискретная аппроксимация смешивающего распределе-
ния. На втором этапе будем оценивать параметр распределения, подгоняя
теоретическую плотность к полученной дискретной аппроксимации.

Пусть k ∈ N – достаточно большое число. На первом этапе на по-
ложительной полупрямой выделим конечный отрезок, на котором должна
оказаться основная часть носителя смешивающего распределения. На этом
отрезке выберем k известных точек – узлов сетки. Обозначим полученные
узлы u1, ..., uk.

Распределение Линника будем приближать конечной смесью распре-
делений Лапласа:

FL
α (x) ≈

k∑
i=1

piF
Λ (x)
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Распределение Миттаг-Леффлера будем приближать конечной смесью
экспоненциальных законов:

FM
δ (x) ≈

k∑
i=1

piF
W1 (x)

Пусть x1, ..., xn – анализируемая выборка объема n. Зададим итераци-
онный процесс следующим образом:

p
(m+1)
i =

p
(m)
j

n

n∑
j=1

ϕij∑k
r=1 p

(m)
r ϕrj

,

где p(m)
1 , ...p

(m)
k−1 – оценки параметров p1, ..., pk−1 наm-й итерации, i = 1, ..., k−

1, pk = 1− p1 − ...− pk − 1,

ϕij =
1

2ui
e
−
∣∣∣xjui ∣∣∣

в случае распределения Линника и

ϕij =
1

ui
e
−xj

ui

в случае распределения Миттаг-Леффлера, i = 1, ..., k, j = 1, ...n.
На втором этапе алгоритма происходит оценка параметра α по дан-

ным типа гистограммы. В качестве оценки неизвестного параметра будем
считать такое его значение, которое доставляет минимум расстоянию меж-
ду теоретической смешивающей плотностью pRα (z) и полученной на первом
этапе ее дискретной аппроксимацией.

В качестве расстояния в данной работе были использованы следующие
метрики:

• стандартная метрика пространства l2;

• метрика l1;

• метрика l∞;

• метрики из l1 и l2 с весовыми коэффициентами.

5. Оценка верхней границы сетки

При реализации описываемого двухэтапного метода очень важным яв-
ляется правильный выбор сетки, а главное – оптимальный выбор верхней
границы сетки. В данном разделе рассмотрим один из возможных способов
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верхней оценки границы сетки, накидываемой на носитель смешивающего
распределения.

Попробуем оценить носитель с помощью неравенства Маркова. Однако
в связи с тем, что строго устойчивые с. в. имеют конечные моменты лишь
порядков, меньших α (см. [2]), использовать их для оценки параметра не
получится.

Далее используем некоторые результаты из книги [2]. В оригиналь-
ных обозначениях Y (α, θ) – строго устойчивая с. в. с нулевым параметром
сдвига и единичным коэффициентом масштаба – имеет логарифмические
моменты любого порядка. Воспользуемся этим. Если обозначить

ykn = E (log(|Y (α, θ)|))n (sign Y (α, θ))k ,

то окажется, что ykn является полиномом степени n относительно 1/α и
полиномом степени не выше n+ 1 относительно θ.

В [2] доказано, что для любых допустимых значений параметров (α, θ)
имеют место следующие равенства (при n = 1,2,...):

y0n = Cn (q1, q2, ..., qn) ,

y1n = θCn (q1, q2, ..., qn) ,

где Cn (q1, q2, ..., qn)) – полиномы Белла, q1 = (1/α− 1)C, C – постоянная
Эйлера,

qk = Ak
πk|Bk|
k

+ (1/αk − 1)Γ (k) ζ (k) , k ≥ 2,

где Bk – числа Бернулли, ζ (k) – значение ζ-функции Римана в точке k, Γ
– гамма-функция Эйлера, а числа Ak определяются следующим образом:
Ak =

(
2k − 1

) (
1− θk

)
для моментов y0n, Ak =

(
1− θk

)
для моментов y1n.

Заметим, что нас интересует только случай θ = 1, что сильно упроща-
ет выражение, так как все Ak тождественно равны нулю. Также заметим,
что при таком значении параметра с. в. Y (α/2, 1) неотрицательна, поэтому
под логарифмом можно оставить саму с. в. без модуля.

Таким образом, получаем выражение для n-го момента:

yn = Cn (q1, q2, ..., qn) ,

где Cn (q1, q2, ..., qn) – полиномы Белла порядка n,

q1 =

(
1

α
− 1

)
C, qk =

(
1

αk
− 1

)
Γ (k) ζ (k) , k ≥ 2.
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Оценим вероятность P

(√
Y (α/2, 1)

Y ′(α/2, 1)
≥ u∗

)
при u∗ > 1 :

P

(√
Y (α/2, 1)

Y ′(α/2, 1)
≥ u∗

)
= P

(
log

√
Y (α/2, 1)

Y ′(α/2, 1)
≥ log u∗

)
≤

≤ P

(∣∣∣∣∣log
√
Y (α/2, 1)

Y ′(α/2, 1)

∣∣∣∣∣ ≥ log u∗

)
≤

E
(∣∣∣log√ Y (α/2,1)

Y ′(α/2,1)

∣∣∣2)
(log u∗)2

.

Рассмотрим E

∣∣∣∣∣log
√
Y (α/2, 1)

Y ′(α/2, 1)

∣∣∣∣∣
2
. Обозначив Y = Y (α/2, 1), Y

′
=

Y ′(α/2, 1), проведем выкладки:

E

∣∣∣∣∣log
√
Y

Y ′

∣∣∣∣∣
2

= E
∣∣∣∣12 (log Y − log Y

′
)∣∣∣∣2 =

=
1

4
E

(
(log Y )2 +

(
log Y

′
)2

− 2 log Y log Y
′
)

=

=
1

4

(
E (log Y )2 + E

(
log Y

′
)2

− 2E log Y log Y
′
)

=
1

2
E (log Y )2 − 1

2
(E log Y )2 =

1

2
D log Y.

Для завершения вычислений нам требуются первый и второй моменты
с.в. log Y . Получим их явные выражения, используя полиномы Белла

Cn (q1, ..., qn) =
∑

k1+2k2+...+kn=n, kj≥0

n!

k1!...kn!

(q1
1!

)k1
...
(qn
n!

)kn
.

Из определения следует, что первый момент с.в. log Y совпадает с q1. Рас-
смотрим

C2 (q1, q2) =
∑

k1+2k2=2, kj≥0

2!

k1!k2!

(q1
1!

)k1 (q2
2!

)k2
.

Для второго момента подходят две комбинации индексов: k1 = 2, k2 = 0 и
k1 = 0, k2 = 1. Таким образом,

C2 (q1, q2) = q21 + q2.
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Учитывая, что C1 (q1) = q1, а в качестве первого параметра распреде-
ления с.в Y выступает не α, а α/2, получим

E

∣∣∣∣∣log
√
Y

Y ′

∣∣∣∣∣
2

=
1

2
D log Y =

1

2

(
q21 + q2 − q1

)
=

1

2

{[( 1

α/2
− 1
)
C
]2
+

+

(
1

(α/2)2
− 1

)
Γ (2) ζ (2)−

(
1

α/2
− 1

)
C
}

=

=
1

2

{[(
1

α/2
− 1

)
C
]2

+

(
1

(α/2)2
− 1

)
π2

6
−
(

1

α/2
− 1

)
C

}
.

Это выражение необходимо оценить сверху равномерно по всем α. Но при
α, стремящемся к нулю справа, это выражение стремится к бесконечно-
сти, и эта оценка становится абсолютно бесполезной с практической точки
зрения. С правой границей подобных проблем не возникает.

Таким образом, чтобы говорить о какой-либо оценке сверху для носи-
теля смешивающего распределения для любого параметра, придется несколь-
ко ограничить рассматриваемый интервал возможных значений парамет-
ра. Будем считать, что α ∈ [α0, 2).

Соответственно, выбирая различные α0, получаем оценку сверху для

E
∣∣∣log√ Y

Y ′

∣∣∣2, при этом максимум достигается в точке α0, и чем дальше мы
“отступим” от нуля, тем меньше получится оценка сверху.

Обозначим через f выражение для второго логарифмического момен-
та смешивающего распределения:

f(α) =
1

2

{[(
1

α
− 1

)
C
]2

+

(
1

α2
− 1

)
π2

6
−
(
1

α
− 1

)
C

}
Суммируя все вышесказанное, имеем искомую оценку сверху

P

(√
Y (α/2, 1)

Y ′(α/2, 1)
≥ u∗

)
≤ f(α)

(log u∗)2
≤ f(α0)

(log u∗)2
= ε.

Отсюда можно выразить

u∗ = exp

{√
f(α0)

ε

}
.
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6. Описание результатов численных экспериментов
оценивания параметров распределений Линника и

Миттаг-Леффлера
Численные результаты. Далее описаны численные эксперименты, в

ходе которых генерировались выборки из распределений Линника и Миттаг-
Леффлера с параметрами αtrue и δtrue. После чего комбинированным сеточ-
ным методом вычислялись оценки α̂ и δ̂ и сравнивались с истинным значе-
нием параметра. Кроме того, полученные оценки сравниваются с оценками
полученными методом логарифмическим моментом.

Для получения адекватной теоретической верхней оценки для носите-
ля смешивающего распределения потребовалось сузить рассматриваемый
отрезок возможных значений параметра до промежутка [α0, 2).

При этом в силу экспоненциальной зависимости при уменьшении α0

верхняя граница сетки очень быстро растет, и алгоритм начинает рабо-
тать заметно хуже в силу разрежения сетки. Например, если подставить
значения α0 = 0.1, ε = 0.01, то оценка получается порядка 1084, что не
дает реально применимого практического результата. Первые адекватные
оценки порядка 102 получаются лишь при сильном ухудшении точности и
ограничении отрезка, например, при α0 = 1, ε = 0.1, что, очевидно, ограни-
чивает рассматриваемый отрезок почти в два раза, и при этом используется
меньшая вероятность.

Поэтому для практической работы алгоритма была выбрана “старто-
вая” длина отрезка, равная 30, и реализован механизм динамического из-
менения правой границы сетки в зависимости от полученных оценок весов:
если веса на правой границе после остановки итерационного процесса явля-
ются слишком большими, то считается, что был взят слишком маленький
интервал, и граница сдвигается вправо. И наоборот, если веса являются
чересчур малыми, что характерно для больших значений αtrue, граница
сдвигается влево, и интервал становится короче.

Особенности выбора сетки. Так как заранее не делается никаких
предположений о значении αtrue, то выбор подходящих границ является
очень существенным. Например, при малых значениях α в распределении
Линника хвосты смешивающего распределения являются гораздо более тя-
желыми, чем при значениях α, близких к двум (см. рис. 1). Поэтому для
первого случая необходим более широкий интервал носителя узлов, для
второго же случая такой подход отрицательно скажется на точности оцен-
ки, так как большинство узлов сетки будут содержать малые веса, и ос-
новная масса плотности окажется распределена буквально между несколь-
кими узлами в начале сетки. Поэтому было реализовано динамическое из-
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(a) α = 0,1 (b) α = 1,9

Рис. 1: Сравнение хвостов распределения

менение сетки, при котором ее правый конец сдвигался влево или вправо
соответственно при слишком малых или слишком больших весах на край-
них узлах сетки.

Еще более важным является распределение узлов по выделенному про-
межутку. Было опробовано несколько вариантов расположения узлов.

• Равномерная сетка. Все узлы располагаются на одинаковом рассто-
янии друг от друга. Наиболее простой в реализации и стабильный
вариант.

• “Параболическая” сетка. Расстояние между узлами увеличивается при
удалении от левого конца сетки по параболическому закону (см. рис.
2). Идея использования степенной функции, а именно параболы, воз-
никла не только из простоты реализации, но также из поведения хво-
стов распределения, которые убывают с подобной скоростью, или мед-
леннее, в зависимости от значения параметра αtrue.

• “Интегральная” сетка. Количество узлов сетки на разных ее кусках
пропорционально плотности смешивающего распределения с опреде-
ленным параметром (см. рис. 3). На первой итерации параметр брал-
ся равным 1 для распределения Линника и 0.5 для распределения
Миттаг-Леффлера, как середины отрезка возможного значения пара-
метра. Далее на каждой итерации сетка перестраивалась с использо-
ванием в качестве параметра построения оценки на параметр распре-
деления, полученной на предыдущей итерации.

Также важным вопросом является соотношение между размером выборки
и количеством узлов сетки. При слишком большом числе узлов проявляет-
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Рис. 2: Координаты узлов в “параболической” сетке

Рис. 3: Распределение количества узлов по отрезкам в “интегральной” сетке

ся эффект переобучения алгоритма в виде резких скачков весов на узлах
сетки (см. рис. 4).

Рис. 4: Эффект переобучения алгоритма оценивания: на графике реальная плотность
при заданном αtrue = 0.5 и полученная оценка весов
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По-видимому, это можно объяснить тем, что алгоритму не хватает ин-
формации, заложенной в выборке, чтобы адекватно сформировать оценки
во всех узлах. При слишком малом числе узлов же оказываются непокры-
тыми точки, ярко характеризующие форму кривой плотности, и точность
оценки также падает.

Результаты имитационных вычислений. В табл. 1 и 2 представ-
лены результаты работы сеточного метода для выборок из распределений
Линника и Миттаг-Леффлера соответственно. Таблицы иллюстрируют ра-
боту алгоритма при различных истинных значениях параметра αtrue на
выборках разных размеров.

Значение α Измерение n = 100 n=500 n = 1000
0.1 Mean 0.063 0.064 0.056

Var 0.0008048770 0.0002925522 0.0000951870
0.2 Mean 0.128 0.116 0.101

Var 0.0063894166 0.0016142483 0.0003436977
0.3 Mean 0.223 0.177 0.199

Var 0.0460641238 0.0025049852 0.0190297301
0.4 Mean 0.512 0.447 0.370

Var 0.1097217963 0.0641530507 0.0584024453
0.5 Mean 0.592 0.671 0.639

Var 0.0602995000 0.0391031986 0.0197545785
0.6 Mean 0.627 0.700 0.660

Var 0.0794097580 0.0195715662 0.0076625768
0.7 Mean 0.746 0.725 0.713

Var 0.0254652823 0.0135295523 0.0060995062
0.8 Mean 0.825 0.780 0.803

Var 0.0263811490 0.0075966112 0.0025345610
0.9 Mean 0.954 0.887 0.891

Var 0.0239822404 0.0048354797 0.0040002054
1.0 Mean 0.984 0.960 0.963

Var 0.0154119640 0.0044957931 0.0027907073
1.1 Mean 1.127 1.043 1.068

Var 0.0456481297 0.0050894835 0.0021984667
1.2 Mean 1.135 1.168 1.181

Var 0.0355432149 0.0057725778 0.0019296589
1.3 Mean 1.313 1.277 1.264

Var 0.0302404507 0.0044318573 0.0015922114
1.4 Mean 1.333 1.393 1.393

Var 0.0276904252 0.0069074761 0.0016463854
1.5 Mean 1.478 1.483 1.479

Var 0.0490600413 0.0049338240 0.0035612724
1.6 Mean 1.581 1.569 1.580

Var 0.0192754862 0.0041105830 0.0036814442
1.7 Mean 1.684 1.682 1.678

Var 0.0301132555 0.0030556651 0.0019111498
1.8 Mean 1.725 1.745 1.731

Var 0.0129253268 0.0041883564 0.0011024229
1.9 Mean 1.763 1.812 1.820

Var 0.0147540639 0.0015007617 0.0005750203

Таблица 1: Численные результаты для распределения Линника
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Значение δ Измерение n = 100 n=500 n = 1000
0.1 Mean 0.125 0.087 0.096

Var 0.0023854639 0.0005231545 0.0003481034
0.2 Mean 0.183 0.193 0.186

Var 0.0070899655 0.0011037209 0.0010806788
0.3 Mean 0.300 0.316 0.299

Var 0.0125653809 0.0024390300 0.0017165859
0.4 Mean 0.414 0.422 0.422

Var 0.0173173798 0.0042152216 0.0009098602
0.5 Mean 0.502 0.533 0.529

Var 0.0231448890 0.0036007410 0.0021370758
0.6 Mean 0.578 0.614 0.608

Var 0.0131584532 0.0031056887 0.0022612102
0.7 Mean 0.657 0.664 0.681

Var 0.0115818330 0.0021665299 0.0014961482
0.8 Mean 0.769 0.775 0.774

Var 0.0055079200 0.0012874792 0.0007485115
0.9 Mean 0.865 0.863 0.870

Var 0.0026004329 0.0011965831 0.0002720375

Таблица 2: Численные результаты для распределения Миттаг-Леффлера

Далее мы приведем некоторые графики, иллюстрирующие работу ал-
горитма. Но сначала обратим внимание на типичный вид смешивающего
распределения.

Стоит заметить, что типичный вид плотности смешивающего распре-
деления выглядит по-разному для разных промежутков значения αtrue: при
αtrue < 1 плотность имеет пик в нуле, при αtrue > 1 его нет, и плотность
имеет характерный вид пика недалеко от нуля, а затем убывания с тяже-
лым хвостом. αtrue = 1 является граничным случаем (см. рис. 5). Это озна-
чает, что алгоритм должен адаптировать свое поведение, чтобы корректно
обрабатывать все случаи.

(a) α = 0.5 (b) α = 1.5

Рис. 5: Вид плотности смешивающего распределения
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Рассмотрим типичные иллюстрации работы итерационного алгоритма
для разных значений αtrue. На рис. 6 изображены истинная плотность сме-
шивающего распределения (при значении параметра αtrue) и плотность со
значением параметра α̂, полученным в результате оценки сеточным мето-
дом.

(a) αtrue = 0.8, α̂ = 0.857 (b) αtrue = 1.7, α̂ = 1.733

Рис. 6: Результат работы алгоритма

Значение α Показатель Сеточный метод с Метод логарифмических
неравномерной сеткой моментов

0.1 Mean 0.1052813 0.1002494
StD 0.0490361 0.0041889

0.3 Mean 0.2941098 0.2982842
StD 0.0520982 0.01106160

0.5 Mean 0.4931283 0.5008472
StD 0.0608762 0.0197338

0.7 Mean 0.6713201 0.7004368
StD 0.0390137 0.0235764

0.9 Mean 0.8540187 0.8978184
StD 0.0251179 0.0266253

Таблица 3: Сравнение качества оценок параметра распределения Миттаг-Леффлера,
полученных сеточным методом и методом логарифмических моментов.

В табл. 3 приведены результаты вычисления оценок параметра рас-
пределения Миттаг-Леффлера, полученных сеточным методом и методом
логарифмических моментов на имитированных выборках с известными ис-
тинными значениями параметра αtrue. Видно, что методы дают примерно
одинаковые результаты, однако при αtrue, близких к единице, сеточный
метод оказывается несколько точнее метода логарифмических моментов:
среднеквадратичное отклонение оценок, полученных этим методом, стано-
вится меньше.
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7. Заключение

Описан двухэтапный сеточный метод оценивания параметров распре-
делений Линника и Миттаг-Леффлера. Приведены результаты сравнения
качества работы метода с разными подходами к выбору сетки, а также с
методом логарифмических моментов. В результате были получены следу-
ющие выводы:

• При небольших значениях параметра αtrue параболическая сетка с чис-
лом узлов порядка

√
n, где n – размер выборки, дает лучшие результа-

ты, чем равномерная сетка. Для распределения Линника наблюдается
смещенность оценок: это является открытой проблемой и направлени-
ем для дальнейших исследований.

• При больших значениях αtrue лучше работает плотная равномерная
сетка с большим числом узлов. На некоторых значениях удавалось
получить результаты, превосходящие по точности оценки, полученные
методом логарифмических моментов.

• В методе с “интегральной” сеткой требуется каждый раз решать k
уравнений вида ∫ ui

ui−1

pα(x)dx =
1

k

для последовательного поиска узлов сетки u1, ..., uk. В целях уско-
рения работы алгоритма плотность приближалась гистограммой, по-
строенной по специально генерирующейся выборке размера 1000 с за-
данным параметром, затем желаемый отрезок для сетки разбивался
на несколько частей, на каждый из которых выделялось количество
узлов, пропорциональное площади гистограммы, покрывающей этот
интервал. Этот способ выбора сетки при некоторых значениях пара-
метра позволял добиваться большей точности, чем при равномерной
и параболической сетках, но при таком варианте алгоритм ведет себя
крайне нестабильно и склонен сходиться к границам области опреде-
ления параметра, поэтому в целях достижения стабильной сходимости
приоритет отдавался равномерной и параболической сетке.

В случае распределения Миттаг-Леффлера лучшие результаты были
получены с использованием параболической сетки.

В случае распределения Линника (при условии отсутствия каких-либо
начальных предположений о значении параметра) лучшие результаты на
текущий момент были получены путем создания “гибридного” алгоритма,
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сочетающего в себе стабильность равномерной сетки, и “гибкость” парабо-
лической сетки в окрестности нуля: на первом проходе алгоритма делается
грубая оценка параметра, чтобы сделать вывод, в какой отрезок, скорее
всего, попадает αtrue: в (0, 1.0] или (1.0, 2]. Далее применяется сеточный
метод с использованием параболической сетки с динамическим изменени-
ем верхней границы либо плотной равномерной сетки с фиксированным
отрезком соответственно.
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Combined grid method for estimation of the parameters
of Linnik and Mittag-Leffler distributions1
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3Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics of Moscow State University
4Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics of Moscow State University

Abstract. We propose the combined grid method of statistical estimation of parameters
of Linnik and Mittag-Leffler distributions. The densities of these distributions cannot be
explicitly represented in terms of elementary functions which makes maximum likelihood
method inapplicable. Moreover the pure method of moments also cannot be applied here due
to heavy tails of the distributions. The proposed grid method is based on the representation
of Linnik and Mittag-Leffler distributions respectively in the form of a scale mixture of the
Laplace distribution and mixed exponential distribution. In both cases, mixing distribution is
the same and corresponds to the ratio of two independent one-sided strictly stable random
variables with the same characteristic indicator. The density of this distribution can be
expressed in terms of elementary functions and has a rather simple explicit form. The
first step of the proposed method is to find discrete approximation of the specified mixing
distribution using the version of the EM algorithm. After that we estimate the parameter of
the analized distribution by minimizing the residual between the obtained discrete estimation
and theoretical mixing density. Different methods of selecting appropriate grid are investigated.
The results of simulations illustrate method convergence and the estimates are compared to
the ones obtained with the method of logarithmic moments.

Key words: Linnik distribution; Mittag-Leffler distribution; scale mixture; ЕМ-algorithm;
logarithmic moment.
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Скорость сходимости ядерных оценок плотности в
пространствах произвольной природы

А.И. Орлов

Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана, Институт
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Москва, Сытинский пер., д.7/14, кв.14.

Аннотация. Непараметрические оценки плотности распределения вероятностей в
пространствах произвольной природы – один из основных инструментов нечисло-
вой статистики. Рассмотрены их частные случаи – ядерные оценки плотности в
пространствах произвольной природы Цель настоящей статьи – изучение среднего
квадрата ошибки ядерной оценки плотности и – с целью максимизации порядка его
убывания – выбор ядерной функции и последовательности показателей размытости.
Основные понятия – круговая функция распределения и круговая плотность. Поря-
док сходимости в общем случае тот же, что и при оценивании плотности числовой
случайной величины, но основные условия наложены не на плотность случайной ве-
личины, а на круговую плотность.
Ключевые слова: нечисловая статистика, плотность распределения вероятностей,
пространства произвольной природы, ядерные оценки плотности, предельные теоре-
мы, скорость сходимости

1. Введение

Согласно новой парадигме прикладной математической статистики [1], серд-
цевиной этой научной области является статистическая теория в простран-
ствах произвольной природы. Эти пространства не предполагаются ли-
нейными. Подходы и результаты статистики в пространствах произволь-
ной природы могут применяться как при анализе числовых данных, так и
нечисловых (бинарных отношений, множеств и др.). Статистическая тео-
рия в пространствах произвольной природы и статистические методы ана-
лиза конкретных нечисловых данных выделены в 1979 г. как самостоятель-
ная область прикладной математической статистики [2, 3]. Она была на-
звана статистикой объектов нечисловой природы. Позже ее стали называть
статистикой нечисловых данных или нечисловой статистикой [4, 5]. Непа-
раметрические оценки плотности распределения вероятностей в
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пространствах произвольной природы – один из основных инструментов
нечисловой статистики. Систематическое изложение теории таких оценок
начато в статьях [6 – 8], непосредственным продолжением которых являет-
ся настоящая статья. Регулярно используются ссылки на условия и утвер-
ждения из статей [6 – 8].

Введем обозначения. Пусть (Z,A) – измеримое пространство, p и q

– сигма-конечные меры на (Z,A), причем p абсолютно непрерывна отно-
сительно q, т.е. из q(B) = 0 следует p(B) = 0 для любого множества B
из сигма-алгебры A. В этом случае на (Z,A) существует неотрицательная
измеримая функция f(x) такая, что

q(C) =
∫
C

f(x)p(dx) (1)

для любого множества C из сигма-алгебры измеримых множеств A. Функ-
ция f(x) называется производной Радона – Никодима меры q по мере p, а
в случае, когда q – вероятностная мера, также плотностью вероятности q

по отношению к мере p [9, с.460].
Пусть X1, X2, . . . , Xn – независимые одинаково распределенные слу-

чайные элементы (величины), распределение которых задается вероятност-
ной мерой q. В статье [6] введено несколько видов непараметрических оце-
нок плотности вероятности q по выборке X1, X2, , Xn, подробнее изучены
линейные оценки. В статье [7] рассмотрены их частные случаи – ядерные
оценки плотности в пространствах произвольной природы. В статье [8]
асимптотическая теория ядерных оценок плотности развита прежде все-
го для нужд статистики конкретных видов объектов нечисловой природы,
в которой основной интерес представляют конечные пространства Z. Ме-
ра p при этом не непрерывная, а дискретная, например, считающая. Таким
образом, в рамках единого подхода удается рассмотреть оценки плотностей
и оценки вероятностей.

В предположении непрерывности неизвестной плотности f(x) пред-
ставляется целесообразным «размазать» каждый атом эмпирической ме-
ры, т.е. рассмотреть линейные оценки, введенные в нашей первой работе
по нечисловой статистике [3, с.24]:

fn(x) =
1

n

∑
1≤i≤n

gn(x,Xi), gn : Z2 → R1, (2)

в которых действительнозначные функции gn удовлетворяют некоторым
условиям регулярности.

Пусть d – показатель различия на Z [4] (в наиболее важных частных
случаях – метрика на Z). В [10] нами введены ядерные оценки плотности
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– оценки вида (2) с

gn(x,Xi) =
1

b(hn, x)
K

(
d(x,Xi)

hn

)
, K : [0,+∞) → R1, (3)

K = K(u) – ядро (ядерная функция), hn – последовательность положи-
тельных чисел (показателей размытости), b(hn, x) – нормировочный мно-
житель. В [11] линейные оценки (2) с функциями gn из (3) названы нами
«обобщенными оценками типа Парзена–Розенблатта», т.к. в частном слу-
чае Z = R1, d(x,Xi) = |x−Xi|, b(hn, x) = hn они переходят в известные
оценки, введенные Розенблаттом [12] и Парзеном [13].

Цель настоящей статьи – изучение среднего квадрата ошибки ядерной
оценки плотности

αn = M(fn(x)− f(x))2 = (Mfn(x)− f(x))2 +Dfn(x) (4)

и выбор последовательности hn с целью максимизации порядка убывания
αn при n → ∞. Здесь и далее M – символ математического ожидания, D
– символ дисперсии.

2. Круговая функция распределения

Пусть справедливы следующие условия регулярности:
R1) плотность f(x) непрерывна в точке x, в которой оцениваем плот-

ность;
R2) мера p согласована с показателем различия d, т.е. мера шара ра-

диуса t равна t,

p{y : d(x, y) < t} = t, 0 ≤ t ≤ t1 = p(Z), (5)

другими словами, показатель различия является предпочтительным [7],
R3) ядро K(u) – непрерывная финитная функция, K(u) = 0

при u > E, такая, что

E∫
0

K(u)du =

∞∫
0

K(u)du = 1. (6)

Введем в рассмотрение шары Lt(x) = {y : d(x, y) < t} радиуса t и
аналог функции распределения случайной величины X со значениями в Z

с плотностью f(x):

G(x, t) = P{X ∈ Lt(x)} =

∫
Lt(x)

f(y)p(dy). (7)
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Назовем G(x, t) круговой функцией распределения в точке x. Все нужные
в дальнейшем свойства вероятностной модели, как будет показано, выра-
жаются с помощью круговой функции распределения.

Из непрерывности плотности в точке x и равенства (5) следует, что
круговая функция распределения G(x, t) дифференцируема по t при t = 0
и

G′
t(x, 0) = f(x). (8)

Изучим смещение оценки fn(x). Имеем цепочку равенств

Mfn(x) =
1

hn

∫
Z

K

(
d(x, y)

hn

)
f(y)p(dy) =

1

hn

∞∫
0

K

(
t

hn

)
dG(x, t) =

=

E∫
0

K(u)
dG(x, hnu)

hn
. (9)

Пусть справедливо следующее условие.
R4) В некоторой окрестности точки t = 0 (т.е. при 0 ≤ t ≤ t0 при неко-

тором t0) существует производная по t круговой функцией распределения
G(x, t), т.е. G′

t(x, t) = g(x, t).
Тогда при hnE < t0 имеем

Mfn(x) =

E∫
0

K(u)g(x, hnu)du. (10)

Основная идея дальнейших рассуждений состоит в том, чтобы для
изучения скорости сходимости ядерных оценок применить разложение g(x, t)
в ряд по степеням t в окрестности t = 0 (в предположении существования
указанного разложения).

R5) Пусть справедливо разложение

g(x, t) = g(x, 0) + tg′t(x, 0) +
t2

2
g′′tt(x, 0) + o(h2

n), 0 ≤ t ≤ hnE (11)

(согласно (8) g(x, 0) = f(x)). Подставим это разложение в (10), получим с
учетом (6) и непрерывности функции K(u):

Mfn(x) = f(x)+hng
′
t(x, 0)

E∫
0

uK(u)du+h2
ng

′′
tt(x, 0)

E∫
0

u2K(u)du+o(h2
n). (12)
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3. Первые оценки скорости сходимости

Согласно теореме 7 статьи [7] при справедливости рассматриваемых
условий

Dfn(x) =
f(x)

nhn

E∫
0

K2(u)du+ o

(
1

nhn

)
. (13)

Если

a = g′t(x, 0)

E∫
0

uK(u)du ̸= 0, (14)

то средний квадрат ошибки ядерной оценки плотности (4) согласно (12) и
(13) равен

αn = h2
na

2 +
f(x)

nhn

E∫
0

K2(u)du+ o

(
h2
n +

1

nhn

)
. (15)

Следовательно, при f(x) ̸= 0 оптимальное по порядку скорости сходимости
значение hn определяется из условия "уравнивания погрешностей" [2]

h2
n =

1

nhn
, hn = n−1/3. (16)

Тогда, как легко видеть, средний квадрат ошибки ядерной оценки плотно-
сти имеет порядок ”n в степени (−2/3)”:

αn
∼= Cn(−2/3) (17)

при некоторой константе C.
Обоснуем сказанное более подробно. С точностью до бесконечно малых

более высокого порядка средний квадрат ошибки ядерной оценки плотно-
сти равен

B(h) = a2h2 +
F

nh
, F = f(x)

E∫
0

K2(u)du, h = hn. (18)

С целью решения задачи оптимизации B(h) → min вычислим производную
B(h) по h и приравняем ее 0:

B′(h) = 2a2h− F

nh2
= 0. (19)
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Решая уравнение (19) относительно h, получаем, что

h = hn =

(
F

2a2n

)1/3

=

(
F

2a2

)1/3

n−1/3. (20)

Соотношение (20) уточняет ранее полученное соотношение (17). Для част-
ного случая Z = R1, т.е. для оценок Парзена-Розенблатта, соотношения
(16) – (17) известны (см. [14, с.315]).

Если соотношение (14) не выполнено, т.е. a = 0, то согласно (12) за-
ключаем, что

αn = [g′′tt(x, 0)]
2

 E∫
0

u2K(u)du

2

+
f(x)

nhn

E∫
0

K2(u)du+ o

(
h4
n +

1

nhn

)
. (21)

Оптимальное по порядку сходимости hn определяется из условия

h4
n =

1

nhn
, hn = n−1/5, (22)

и при этом
αn

∼= C1n
−4/5 (23)

при некоторой константе C1.
Соотношения (22) – (23) совпадают с известными результатами для

весьма частного случая Z = R1, т.е. для оценок Парзена-Розенблатта (см.
[14, с. 316]).

4. Примеры

Из сравнения формул (17) и (23) ясно, что сходимость убыстряется
при a = 0, где a определено в (14). Поскольку α – произведение двух
сомножителей, то a = 0 тогда и только тогда, когда g′t(x, 0) = 0 или

E∫
0

uK(u)du = 0. (24)

Роль сомножителей разная: первый определяется свойствами пространства
с мерой, показателя различия (другими словами, меры близости) и плот-
ности распределения случайной величины, а второй – свойствами ядра.

С целью выявления свойств первого сомножителя рассмотрим два
примера.

Пример 1. Рассмотрим множество действительных чисел Z = R1.
Пусть p – мера Лебега, d – расстояние Евклида (показатель различия),
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F (x) – функция распределения случайной величины X, причем ее плот-
ность f (по мере Лебега, т.е. в обычном смысле) дважды непрерывно диф-
ференцируема. Тогда

G(x, t) = P

{
X ∈

(
x− t

2
, x+

t

2

)}
= F

(
x+

t

2

)
− F

(
x− t

2

)
, (25)

а потому

g(x, t) =
1

2

{
f

(
x+

t

2

)
+ f

(
x− t

2

)}
. (26)

Продифференцируем (26):

g′(x, t) =
1

4

{
f ′
(
x+

t

2

)
− f ′

(
x− t

2

)}
. (27)

При t = 0 при всех x
g′t(x, 0) = 0. (28)

Пример 2. Рассмотрим Z = [0,+∞). Пусть мера p и расстояние d по-
лучены из рассмотренных в примере 1 сужением на [0,+∞). Пусть функ-
ция распределения и плотность обладают теми же свойствами, что и в
примере 1. Тогда

G(0, t) = F (t), g(0, t) = f(t), g′t(0, t) = f ′(t). (29)

Следовательно, первый сомножитель в (14), вообще говоря, отличен от 0.
Можно показать, что для конечномерного пространства Z = Rk, меры

Лебега p, евклидова расстояния d и дважды дифференцируемой плотности
f первый сомножитель в (14) обращается в 0, а для мер p, отличных от
Лебеговой, вообще говоря, не обращается (при сохранении прочих перечис-
ленных в примерах 1 и 2 условий).

Из сказанного следует, что для введенных нами оценок (2) – (3) в слу-
чае конечномерного пространства Z = Rk, меры Лебега p, евклидова рас-
стояния d и дважды дифференцируемой плотности f скорость сходимости
задается формулой (23), а для классических оценок Парзена–Розенблатта
– формулой (17) (см. также [14, с. 315-316]), т.е. введенные нами оценки
сходятся гораздо быстрее, чем оценки Парзена–Розенблатта.

5. Улучшение скорости сходимости

Поскольку статистик может сам выбирать ядро, то для повышения
скорости сходимости целесообразно принять условие (24). Однако скорость
сходимости можно еще более повысить за счет выбора ядра из более узкого
класса.
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При более высокой гладкости круговой плотности g(x, t) можно полу-
чить более высокую скорость сходимости среднего квадрата ошибки ядер-
ной оценки плотности αn, соответствующим образом выбирая ядро K(u).
Предположим, что круговая плотность g(x, t) допускает разложение

g(x, t) = f(x) + tg′t(x, 0) +
t2

2
g′′tt(x, 0) +

t3

3!
g′′′ttt(x, 0) + . . .+

+
tk

k!
g
(k)

t(k)
(x, 0) + o(hk

n), (30)

причем остаточный член равномерно ограничен на отрезке [0, hnE]. Тогда

Mfn(x) = f(x) + hng
′
t(x, 0)

E∫
0

uK(u)du+
h2
n

2
g′′tt(x, 0)

E∫
0

u2K(u)du+ (31)

+
h3
n

3!
g′′′ttt(x, 0)

E∫
0

u3K(u)du+ ...+
hk
n

k!
g
(k)

t(k)
(x, 0)

E∫
0

ukK(u)du+ θnh
k
n,

где θn → 0 при n → ∞.
Пусть теперь

E∫
0

uiK(u)du = 0, i = 1, 2, ..., k − 1. (32)

Тогда

Mfn(x)− f(x) =
hk
n

k!
g
(k)

t(k)
(x, 0)

E∫
0

ukK(u)du+ o(hk
n) (33)

Следовательно,

αn = h2k
n

 1

k!
g
(k)

t(k)
(x, 0)

E∫
0

ukK(u)du

2

+

+
f(x)

nhn

E∫
0

K2(u)du+ o

(
h2k
n +

1

nhn

)
∼= Ah2

nk +
B

nhn
(34)

при соответствующих A и B. Оптимальная по порядку скорость сходимости
будет при

h2
nk =

1

nhn
, hn = n−1/(2k+1) (35)
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(в предположении A ̸= 0, B ̸= 0). При этом

αn
∼= n−2k/(2k+1) = n−1+1/(2k+1). (36)

Этот результат – продвинутое обобщение теоремы 4.1 в книге И.А.
Ибрагимова и Р. З. Хасьминского [14, с. 316], относящейся к оцениванию
плотности одномерной случайной величины. Порядок сходимости в общем
случае тот же, что и в указанной теореме, но условия наложены не на
плотность f(x), а на круговую плотность g(x, t). Это существенно в слу-
чае Z ̸= Rk, т.к. в Rk имеются традиционно выделенные мера (Лебега) и
расстояние (Евклида).

С прикладной точки зрения предположение (30) о гладкости круго-
вой плотности представляется достаточно естественным. Напомним, что
вплоть до XIX в. математики практически не делали различия между
непрерывными, дифференцируемыми и аналитическими функциями. Ин-
женеры не делают такого различия и сейчас. Отсюда методологическое
предложение: в прикладных задачах допустимо использовать математиче-
ские модели с той степенью гладкости рассматриваемых функций, которая
позволяет наиболее легко обосновать алгоритмы расчетов, разумеется, если
эта степень гладкости не противоречит фактам соответствующей предмет-
ной области. Другой пример подобного методологического подхода: шкала
любого прибора конечна, поэтому результаты первичных измерений целе-
сообразно моделировать с помощью финитных случайных величин; такие
величины имеют все моменты, а это существенно облегчает получение для
них предельных теорем. Методологическим вопросам посвящены наши ра-
боты [15, 16].

Из соотношения (36) следует, что для любого ε > 0 существует ядро
K(u) такое, что для соответствующей оценки

αn = O(n−1+ε), (37)

а также
lim
n→∞

n1/2−ε (fn(x)− f(x)) = 0 (38)

по вероятности. Хотя при любом k множество ядер K(u), удовлетворяю-
щих соотношениям (32), бесконечно, не существует ядра, удовлетворяюще-
го этим соотношениям сразу при всех k.

Перенос полученных результатов на случай конечных пространств объ-
ектов нечисловой природы осуществляется тем же путем, что и в статье
[8]. Грубо говоря, необходимо, чтобы

αmn(g) = o(hk
n), (39)
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где m – параметр дискретности (см. [8]). Поскольку принципиальных труд-
ностей, как ясно из рассуждений статьи [8], в указанном переносе нет, мы
его здесь не приводим.
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Abstract. Nonparametric estimates of the probability distribution density in spaces of
arbitrary nature are one of the main tools of non-numerical statistics. Their particular cases
are considered - kernel density estimates in spaces of arbitrary nature. The purpose of this
article is to study the mean square error of the kernel density estimate and, in order to
maximize the order of its decrease, the choice of the kernel function and the sequence of
the blur indicators. The basic concepts are the circular distribution function and the circular
density. The order of convergence in the general case is the same as in estimating the density
of a numerical random variable, but the main conditions are imposed not on the density of
a random variable, but on the circular density.
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Аннотация. Исследуются асимптотические свойства нормированной разности про-
межуточных порядковых статистик, когда их ранги отличаются на некоторую ве-
личину, а объём выборки неограниченно возрастает. Для центральных порядковых
статистик подобная задача рассматривалась в работе [1].
Ключевые слова: промежуточная порядковая статистика, гамма-распределение,
слабая сходимость.

1. Введение

Пусть независимые одинаково распределенные случайные величины
X1, ..., Xn, определенные на некотором вероятностном пространстве
(Ω,F ,P), имеют общую функцию распределения (ф.р.) F (x) = P{X1 ≤ x}
и плотность распределения f(x) = F ′(x), −∞ < x < ∞. Обозначим

i = [nα], 0 < α < 1,

[x] означает целую часть числа x. Введём промежуточные порядковые ста-
тистики X

(n)
i и X

(n)
i+k рангов i и i + k соответственно в вариационном ря-

ду, построенном по случайным величинам X1, ..., Xn. Ниже исследуются
асимптотические свойства при n → ∞ и k = o(nα) нормализованной раз-
ности X

(n)
i+k −X

(n)
i .

В дальнейшем мы будем рассматривать класс B1 распределений, для
которых выполняются асимптотические представления вида

F (x) ∼ a|x|γ exp(−b|x|∆), f(x) ∼ ab∆|x|γ+∆−1 exp(−b|x|∆)

при x → −∞, a, b,∆ > 0. Например, к классу B1 относятся нормальное
распределение с плотностью f(x) = exp{−x2/(2σ2)}/(

√
2πσ) и распреде-

ление Лапласа с плотностью f(x) = b exp(−b|x|)/2, b > 0, |x| < ∞.

© Пагурова В.И., 2018
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Введём величины

dn = −
(
(1− α) lnn

b

)1/∆(
1 +

γ ln lnn+ ln c

∆2(1− α) lnn

)
, c =

(
1− α

b

)γ

a∆,

cn =

(
(1− α) lnn

b

)(1−∆)/∆
1

∆bnα/2
, (1)

An = nf(dn) =

(
(1− α) lnn

b

)(∆−1)/∆

∆bnα. (2)

Известно, что для распределений из рассматриваемого класса B1 про-
межуточная порядковая статистика X

(n)
i при n → ∞ асимптотически

нормальна [2]:
Ln = (X

(n)
i − dn)/cn

d−→ η ∼ N (0, 1). (3)

2. Основной результат
Теорема 1. Пусть для некоторого целого числа m ≥ 2 существу-

ют непрерывные производные F (1)(x), ..., F (2m−1)(x), производная F (2m)(x)
ограничена в окрестности точки dn и αm > 1. Тогда при n → ∞ и
k = o(nα)

Tn = An(X
(n)
i+k −X

(n)
i ) ∼ γk, (4)

где γk означает случайную величину, имеющую гамма-распределение с па-
раметром k > 0 и плотностью

e−xxk−1

Γ(k)
, x > 0,

Γ(k) означает гамма-функцию Эйлера, An определяется соотношением
(2).

Доказательство. Рассмотрим

In = P{Tn ≤ x} =

∫∫
B

g(u, v)du dv, (5)

B = {(v − u) ≤ x/An, u ≤ v}, g(u, v) – совместная плотность величин
X

(n)
i , X

(n)
i+k. Покажем, что величину In можно представить в виде

In =

∫ ∞

−∞
gi(u)P{βk,n−nα−k+1 ≤ hn(u, x)}du, (6)

где gi(u) – плотность распределения величины X
(n)
i , βr,s имеет бета-

распределение с параметрами (r, s),

hn(u, x) = (F (u+ x/An)− F (u))/(1− F (u)). (7)
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Известно [3], что имеют место следующие представления

g(u, v) = CF i−1(u)(F (v)− F (u))k−1f(u)(1− F (v))n−i−kf(v), u ≤ v,

gi(u) = CF i−1(u)(1− F (u))n−if(u),

тогда

g(u, v) = gi(u)C

(
F (v)− F (u)

1− F (u)

)k−1(
1− F (v)

1− F (u)

)n−i−k
f(v)

(1− F (u))
,

где C – общее обозначение постоянной. Учитывая полученное выраже-
ние для g(u, v), в двойном интеграле (5) делаем замену переменных
F (v)− F (u)

1− F (u)
= t и интегрируем по t от 0 до hn(u, x), тогда выражение

(5) принимает вид (6), что и требовалось.
Рассмотрим выражение (6). Предположим, что при n → ∞

hn(u, x) =
x

n
+ o

(
1

n

)
. (8)

Применим гамма-аппроксимацию к величине βr,s, когда s → ∞, а r =
o(s), тогда sβr,s ∼ γr. В нашем случае nβk,n−nα−k+1 ∼ γk, и в выражении
(6) с учётом (8) имеем P{βk,n−nα−k+1 ≤ hn(u, x)} = P{γk ≤ x + o(1)}.
Таким образом, для завершения доказательства теоремы 1 нужно доказать
соотношение (8).

Обозначим H(u) = F (u + x/An) − F (u) и разложим H(u) в ряд
Тейлора в точке dn, получим

H(u) =
2m−1∑
j=0

H(j)(dn)(u− dn)
j

j!
+

H(2m)(ξ)

(2m)!
(u− dn)

2m, (9)

ξ лежит в окрестности dn. Сначала рассмотрим последнее слагаемое в
правой части (9). Из соотношения (3) следует, что при n → ∞

(X
(n)
i − dn)

2m ∼ c2mn η2m,

С учетом (1), условия αm > 1 и в силу ограниченности F (2m)(x) в окрест-

ности точки dn получим, что H2m(ξ)(u − dn)
2m = o

(
1

n

)
. Из условий

теоремы 1 и для рассматриваемого класса B1 распределений имеем при
n → ∞

|f (i)(dn)| ∼
(
(1− α) lnn

b

)(i+1)(∆−1)/∆
(b∆)i+1

n1−α
, i = 0, 1, ..., 2m− 2.
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Тогда

H(dn) = F (dn + x/An)− F (dn) =
x

n
+

m−2∑
j=1

f (j)(dn)

(j + 1)!

(
x

An

)j+1

+

+
f (m−1)(ξ)

m!

( x

An

)m

=
x

n
+ o

(
1

n

)
.

Аналогичным образом,

H(1)(dn) =
m−1∑
j=1

f (j)(dn)

j!

(
x

An

)j

+
f (m)(ξ)

m!

(
x

An

)m

,

поэтому при n → ∞ имеем

H(1)(dn)(u− dn) = o

(
1

n

)
.

Точно так же оцениваются другие величины, входящие в соотношение (9):

H(2)(dn)(u− dn)
2 = o

(
1

n

)
, ..., H(2m−1)(dn)(u− dn)

2m−1 = o

(
1

n

)
.

Кроме того, при n → ∞ в окрестности точки dn имеем 1
1−F (u) = 1+ o(1).

Таким образом, соотношение (8), где hn(u, x) определяется из соотношения
(7), доказано. Теорема 1 доказана.

3. Следствия из основного результата

Рассмотрим величину

Qn = An(X
(n)
i −X

(n)
i−l), (10)

где An определяется из соотношения (2). Точно так же, как и для распре-
деления величины Tn, доказывается, что при n → ∞ и l = o(nα) в усло-
виях теоремы 1 величина Qn асимптотически имеет гамма-распределение
с параметром l.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 при n → ∞ и k = o(nα), l =
o(nα) величины Ln, Tn и Qn асимптотически независимы. Здесь
Ln, Tn, Qn определяются соотношениями (3), (4) и (10) соответствен-
но.

Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1.
Обозначим g(u, v, w), u ≤ v ≤ w, совместную плотность величин
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(X
(n)
i−l , X

(n)
i , X

(n)
i+k), тогда [3]

g(u, v, w) = gi(v)C
F i−l−1(u)(F (v)− F (u))l−1

F i−1(v)
×

×
(
F (w)− F (v)

1− F (v)

)k−1(
1− F (w)

1− F (v)

)n−i−k
f(u)f(w)

(1− F (v))
,

где gi(v) – плотность распределения величины X
(n)
i . Рассмотрим

Jn = P{(X(n)
i − dn)/cn ≤ x, An(X

(n)
i −X

(n)
i−l) ≤ y, An(X

(n)
i+k −X

(n)
i ) ≤ z} =

=

∫∫∫
M

g(u, v, w) du dv dw, (11)

M = {(v − dn)/cn ≤ x, v − y/An ≤ u ≤ v, v ≤ w ≤ v + z/An}.

В интеграле (11) делаем замену F (w)−F (v)
1−F (v) = t и интегрируем по t от 0 до

hn(v, z) = (F (v + z/An)− F (v))/(1− F (v)). Получаем, что

C

∫ hn(v,z)

0

tk−1(1− t)n−i−k dt = P{βk,n−nα−k+1 ≤ hn(v, z)} = Jn,1.

Аналогично тому, как это было сделано при доказательстве теоремы 1,
получаем, что при n → ∞ и k = o(nα) имеем Jn,1 = P{γk ≤ z + o(1)}.
Далее в интеграле (11) делаем замену F (u)

F (v) = t и интегрируем по t от
Hn(v, y) = F (v − y/An)/F (v) до 1. Получим, что

C

∫ 1

Hn(v,y)

ti−l−1(1− t)l−1 dt = P{Hn(v, y) ≤ βnα−l, l ≤ 1} =

= P{β l, nα−l ≤ 1−Hn(v, y)} = Jn,2.

Имеем
1−Hn(v, y) =

F (v)− F (v − y/An)

F (v)
.

Аналогично тому, как это было сделано при доказательстве теоремы 1,
получим при n → ∞

F (v − y/An)− F (v) = −y/n+ o(1/n).

Кроме того, разлагая F (v) в точке dn в ряд Тейлора, получим, что

F (v) =
1

n1−α
+ o

(
1

n1−α

)
.
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Таким образом, при n → ∞ имеем

1−Hn(v, y) =
y

nα
+ o

(
1

nα

)
.

Так как при n → ∞ и l = o(nα) имеем (nα − l)βl,nα−l ∼ γl, тогда Jn,2 =
P{γl ≤ y+o(1)}. Таким образом, при n → ∞, l = o(nα), k = o(nα) имеем

Jn = P{(X(n)
i − dn)/cn ≤ x}Jn2Jn1 ∼ Φ(x)P{γl ≤ y}P{γk ≤ z},

Φ(x) означает функцию стандартного нормального распределения. Теоре-
ма 2 доказана.
Следствие. Так как при n → ∞, l = o(nα), k = o(nα) величины

Tn = An(X
(n)
i+k −X

(n)
i ) ∼ γk, Qn = An(X

(n)
i −X

(n)
i−l) ∼ γl,

Tn и Qn асимптотически независимы, тогда асимптотически

Tn +Qn = An(X
(n)
i+k −X

(n)
i−l) ∼ γk+l

и не зависит от X
(n)
i . Если предположить, что k = o(nα) → ∞, l =

o(nα) → ∞ при n → ∞, тогда величина

An(X
(n)
i+k −X

(n)
i−l)− (k + l)

√
k + l

асимптотически стандартно нормальна.
Рассмотрим класс распределений B2, для которых выполняются

асимптотические представления вида

F (x) ∼ a|x|−∆, f(x) ∼ a∆|x|−∆−1 при x → −∞, a,∆ > 0.

Например, к классу B2 относится распределение Коши с плотностью

f(x) =
b

π(b2 + x2)
, b > 0, |x| < ∞.

Нормирующие константы cn > 0 и dn имеют вид

dn = −(an1−α)1/∆, cn = a1/∆/(∆n−(1−α)/∆+α/2),

величина (X
(n)
i − dn)/cn при n → ∞ асимптотически нормальна [2], но

X
(n)
i −dn

P−→ 0 при n → ∞ только при условии 2/(2+∆) < α < 1, поэто-
му асимптотический анализ, аналогичный вышеизложенному, для распре-
делений величин Tn и Qn из класса B2 применим лишь при указанном
ограничении на параметр α.

51



Заключение

Рассмотрены условия, при которых нормализованная разность двух проме-
жуточных порядковых статистик при увеличении объема выборки асимп-
тотически имеет гамма-распределение. Установлены также некоторые дру-
гие асимптотические свойства функций от промежуточных порядковых
статистик.
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Аннотация. При некоторых условиях регулярности с использованием степенной функ-
ции риска получен асимптотически ожидаемый дефект оценки максимального прав-
доподобия (MLE) относительно несмещенной оценки с равномерно минимальной дис-
персией (UMVUE) заданной однопараметрической функции, которая оценивается по
выборке из абсолютно непрерывного распределения экспоненциального типа.
Ключевые слова: асимптотически ожидаемый дефект, степенная функция риска, экс-
поненциальное семейство, оценка максимального правдоподобия, несмещенная оценка.

1. Введение

Пусть
−→
X = (X1, . . . , Xn) – повторная выборка из генеральной сово-

купности X экспоненциального типа, имеющей плотность распределения
вида

f [x; a] = exp {Φ1[a]T [x] + Φ2[a] + d[x]} , x ∈ XG ⊂ R, a ∈ A, (1)

по отношению к некоторой мере Лебега, где Φ1[ · ], Φ2[ · ], T [ · ], d[ · ] – неко-
торые действительные борелевские функции, A – параметрическое про-
странство, a = ET [X].

Наиболее часто для оценивания заданной параметрической функции
G[a], a ∈ A, используются оценка максимального правдоподобия (MLE)
и несмещенная оценка с равномерно минимальной дисперсией (UMVUE),
которые, как это показано в [1], при определенных условиях регулярности
асимптотически эквивалентны в смысле асимптотической относительной
эффективности.

© Чичагов В.В., 2018
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Поэтому в данной работе с целью выяснения, какая из этих оценок
лучше, будет использоваться понятие асимптотически ожидаемого дефек-
та, введенное Ходжесом и Леманом [2]. Эта характеристика определяется
следующим образом. Пусть T1[

−→
X ], T2[

−→
X ] – две различные оценки функции

G[a], а функции риска этих оценок Vn

[
Ti[

−→
X ]
]
, i = 1, 2, являются строго

монотонно убывающими последовательностями, представимыми при
n→ ∞ следующим образом:

Vn

[
Ti[

−→
X ]
]
= αn−q + bin

−(q+s) + o
(
n−(q+s)

)
, i = 1, 2, q > 0, s > 0. (2)

Тогда существует единственное значение kn, такое, что kn/n → 1 и
Vkn[T2[

−→
X ]] = Vn[T1[

−→
X ]], если n → ∞. При этом асимптотически ожида-

емый дефект (AED) (от англ. Asymptotic Expected Deficiency) оценки T2
относительно оценки T1 при заданной функции риска Vn[ · ] определяется
выражением

AED [T2, T1] = lim
n→∞

(kn − n)

при условии, что предел существует. При этом

AED [T2, T1] =


(b2 − b1)/(qα), s = 1,
∞, 0 < s < 1,
0, s > 1.

(3)

При ряде ограничений значение асимптотического ожидаемого дефек-
та MLE относительно UMVUE при квадратичной функции риска впер-
вые найдено в [3]. В [10] и [9] предложен иной подход к решению этой
задачи, основывающийся на асимптотических разложениях высокого по-
рядка статистических оценок MLE и UMVUE. Новый подход позволил в
работах [7] и [9] осуществить сравнение этих оценок, основываясь на абсо-
лютной функции риска.

В данной работе сравнение оценок осуществляется с помощью степен-
ной функции риска MPE (от англ. Power Risk Function), что обобщает
значительную часть упомянутых выше результатов, за исключением ос-
новных результатов работы [9].

Степенную функцию риска оценки G̃[a] параметрической функции
G[a] определим следующим образом:

PRF
[
G̃[a]; r

]
= E

∣∣∣G̃[a]−G[a]
∣∣∣r , r ≥ 1. (4)

Ниже приводятся впервые полученные асимптотические разложения
степенной функции риска оценки максимального правдоподобия и несме-
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щенной оценки, а также средний ожидаемый дефект оценки максимально-
го правдоподобия относительно несмещенной оценки на основе этой функ-
ции риска.

2. Основные результаты

Чтобы сформулировать основные результаты работы, наложим на рас-
пределение (1) ряд ограничений.

(C1). Для каждого a ∈ A существует n0 ∈ N такое, что случайная величина

Zn =
Sn − n a

b
√
n

, где Sn =
n∑

j=1

T [Xj], b2 = DT [X],

имеет непрерывную ограниченную плотность fZn
[ · ] при n ≥ n0.

(C2). XG – носитель распределения (1) не зависит от параметра a и содержит
некоторый интервал, принадлежащий R.

(C3). aΦ
′
1[a] + Φ′

2[a] = 0 и Φ′
1[a] > 0 для всех a ∈ A.

(C4). Значение выборочного среднего Sn/n с вероятностью 1 является внут-
ренней точкой области A.

(C5). Функция Φ1[a] бесконечно дифференцируема по a в области A.

Отметим, что в условиях (C1)− (C4) статистика Sn является доста-
точной для параметра a ∈ A. При этом несмещенная оценка для задан-
ной параметрической функции, являющаяся функцией от этой достаточ-
ной статистики, имеет равномерно минимальную дисперсию.

Несмещенную оценку и оценку максимального правдоподобия функ-
ции G[a] по выборке

−→
X будем обозначать соответственно

Ĝ[a] = Ĝ [a; Zn] , Ǧ [a] = Ǧ [a; Zn] .

Теорема. Пусть выполнены условия (C1)− (C5), ε – сколь угодно малое
положительное число, а последовательности степенных ошибок
E
∣∣∣Ĝ[a]−G[a]

∣∣∣r и E
∣∣Ǧ[a]−G[a]

∣∣r , r ≥ 1, начиная с некоторого n ≥ n0,

равномерно ограничены некоторыми постоянными. Тогда при n → ∞ и
G′[a] ̸= 0
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1) справедливо следующее разложение степенной функции риска несме-
щенной оценки Ĝ[a] функции G[a]:

PRF
[
Ĝ[a]; r

]
= φ[0] 2(r−1)/2 Γ

[
r + 1

2

](
|G′[a]|√
nΦ′

1[a]

)r

× (5)

×

{
2 +

r

4nΦ′[a]

((
r2 − 2r + 2

)
G′′[a]2

G′[a]2
− 2(r − 2)(r + 2)G′′[a]Φ′′[a]

3G′[a]Φ′[a]
+

+
(r − 2)(r + 5)Φ′′[a]2

9Φ′[a]2
+

4(r − 2)G(3)[a]

3G′[a]
− (r − 2)Φ(3)[a]

3Φ′[a]

)}
+ O

(
n−(r+1)/2+ε

)
;

2) справедливо следующее разложение степенной функции риска оценки
максимального правдоподобия Ǧ[a] функции G[a]:

PRF[Ǧ[a]; r] = φ[0] 2(r−1)/2 Γ

[
r + 1

2

](
|G′[a]|√
nΦ′

1[a]

)r

× (6)

×
{
2 +

r

4nΦ′[a]

(
(r2 − 1)G′′[a]2

G′[a]2
− 2r(r + 1)G′′[a]Φ′′[a]

3G′[a]Φ′[a]
+

(2− r)Φ(3)[a]

3Φ′[a]
+

+

(
r2 + 3r − 10

)
Φ′′[a]2

9Φ′[a]2
+

4(r + 1)G(3)[a]

3G′[a]

)}
+ O

(
n−(r+1)/2+ε

)
.

При n→ ∞, G′[a] = 0, но G′′[a] ̸= 0, верны разложения

PRF
[
Ĝ[a]; r

]
= 2

(
|G′′[a]|
2nΦ′

1[a]

)r ∫ ∞

0

|H2[z]|rφ[z] dz + O
(
n−r−1/2+ε

)
, (7)

PRF[Ǧ[a]; r] = 2

(
|G′′[a]|
2nΦ′

1[a]

)r ∫ ∞

0

z2rφ[z] dz + O
(
n−r−1/2+ε

)
. (8)

Доказательство теоремы приведено в разделе 3.
Следствие 1. Пусть G′[a] ̸= 0 и выполнены условия (C1)− (C5). Тогда
AEDPRF – асимптотически ожидаемый дефект оценки максимального
правдоподобия относительно несмещенной оценки при функции риска (4)
имеет вид:

AEDPRF =
r

Φ′[a]

{
(2r − 3)G′′[a]2

4G′[a]2
− (r + 4)G′′[a]Φ′′[a]

6G′[a]Φ′[a]
+
G(3)[a]

G′[a]

}
. (9)

Доказательство. Так как PRF обеих оценок представима в виде

PRF[Ǧ[a]; r] = αn−r/2 + b2n
−r/2−1 + O

(
n−(r+1)/2+ε

)
,

PRF
[
Ĝ[a]; r

]
= αn−r/2 + b1n

−r/2−1 + O
(
n−(r+1)/2+ε

)
,
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то AEDPRF вычисляется согласно (3) по формуле:

AEDPRF ≡ AED
[
Ǧ[a], Ĝ[a]

]
= 2(b2 − b1)/(rα), (10)

где

α = φ[0] 2(r+1)/2 Γ

[
r + 1

2

](
|G′[a]|√
Φ′

1[a]

)r

,

b2 − b1 =
rφ[0]

Φ′
1[a]

2(r−1)/2 Γ

[
r + 1

2

](
|G′[a]|√
nΦ′

1[a]

)r

×

×
{
(2r − 3)G′′[a]2

4G′[a]2
− (r + 4)G′′[a]Φ′′[a]

6G′[a]Φ′[a]
+
G(3)[a]

G′[a]

}
.

Подставляя выражения для α, b2 − b1 в (10), получим (9).
Следствие доказано.

3. Доказательство теоремы

Предварительно отметим, что все используемые в ходе доказательства
теоремы асимптотические разложения для функций с аргументом z будут
рассматриваться при |z| ≤

√
2α lnn, n → ∞ и α ≥ 3. Кроме того, при

проведении преобразований часто будет использоваться оценка вида

|z|β n−1/2 = O
(
n−1/2+δ

)
,

которая справедлива при |z| ≤
√
2α lnn, n → ∞, любых α > 0, β > 0

и сколь угодно малом δ > 0. В этой связи при записи асимптотических
разложений будут использоваться постоянные δi, i = 1, 6, которые могут
быть выбраны сколь угодно малыми, меньшими ε.

Приступим непосредственно к доказательству теоремы.
Поскольку в модели (1) существуют моменты любого порядка q слу-

чайной величины T [X], а по теореме Амосовой [5, c. 309] при q > 2α + 2 и
α > 0 верно разложение

P
(
|Zn| ≥

√
2α lnn

)
=

1

nα
√
πα lnn

(
1 + O

(
1

lnn

))
,

то для любого α > 0 справедлива оценка

P
(
|Zn| >

√
2α lnn

)
= o

(
n−α

)
. (11)
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Отсюда в силу неравенства Коши-Буняковского справедливы неравен-
ства

E
{∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]

∣∣∣r I (|Zn| >
√
2α lnn

)}
≤ (12)

≤
√

E
∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]

∣∣∣2r P(|Zn| >
√
2α lnn

)
,

E
{∣∣Ǧ[a;Zn]−G[a]

∣∣r I (|Zn| >
√
2α lnn

)}
≤ (13)

≤
√

E
∣∣Ǧ[a;Zn]−G[a]

∣∣2r P(|Zn| >
√
2α lnn

)
,

Используя (11)–(13), в условиях теоремы имеем

E
{∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]

∣∣∣r I (|Zn| >
√
2α lnn

)}
= o

(
n−α/2

)
, (14)

E
{∣∣Ǧ[a;Zn]−G[a]

∣∣r I (|Zn| >
√
2α lnn

)}
= o

(
n−α/2

)
. (15)

Далее нам потребуются уточнение локальной предельной теоремы для
нормированной суммы Zn независимых одинаково распределенных непре-
рывных случайных величин

fZn
[z] = φ[z]

(
1 +

ρ3H3[z]

6
√
n

+
ρ4H4[z]

24n
+
ρ23H6[z]

72n

)
+ O

(
n−3/2

)
(16)

из [5] и асимптотические разложения функций, определяющих разложения
погрешности несмещенной оценки и оценки максимального правдоподобия,
из [7], [9], [10]:

Ĝ[a; z]−G[a] =
G′[a]√
nΦ′

1[a]

{
z +

AH2[z]√
n

+
B1H3[z] +B2z

n
+ O

(
n−3/2+δ1

)}
,

(17)

Ǧ[a; z]−G[a] =
G′[a]√
nΦ′

1[a]

{
z +

Az2√
n
+
B1z

3

n
+ O

(
n−3/2+δ2

)}
, (18)

где

b2 =
1

Φ′
1[a]

, ρ3 = − Φ(2)[a]

Φ(1)[a]3/2
, ρ4 =

3Φ(2)[a]2

Φ(1)[a]3
− Φ(3)[a]

Φ(1)[a]2
, (19)

A =
G(2)[a]

2G(1)[a]Φ(1)[a]1/2
, B1 =

G(3)[a]

6G(1)[a]Φ(1)[a]
, B2 =

G(2)[a]Φ(2)[a]

2G(1)[a]Φ(1)[a]2
. (20)

В лемме 4 из [6] было показано, что уравнение

z +
AH2[z]√

n
+
B1H3[z] +B2z

n
= 0 (21)
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имеет один корень z0 =
A√
n
+O

(
n−3/2

)
в области |z| ≤

√
2α lnn при доста-

точно больших значениях n. Поэтому левую часть (21) можно представить
следующим образом:

z +
AH2[z]√

n
+
B1H3[z] +B2z

n
=

= (z − z0)

(
1 +

Az√
n
+
B2 − 3B1 + A2 +B1z

2

n

)
+O

(
1

n3/2−δ3

)
. (22)

Используя разложение бинома Ньютона и соотношения

z = H1[z], z
2 = H2[z] + 1, z3 = H3[z] + 3H1[z], (23)

z4 = H4[z] + 6H2[z] + 3, z6 = H6[z] + 15H4[z] + 45H2[z] + 15, (24)

получим при δ4 > δ3 разложения следующих выражений:(
1 +

Az√
n
+
B2 − 3B1 + A2 +B1z

2

n
+O

(
1

n3/2−δ

))r

= (25)

= 1 +
Azr

n1/2
+
r(B2 − 3B1 + A2 +B1z

2)

n
+
r(r − 1)A2z2

2n
+O

(
1

n3/2−δ4

)
,

ψ[z] =

(
1 +

Azr

n1/2
+
r(B2 − 3B1 + A2 +B1z

2)

n
+
r(r − 1)A2z2

2n

)
× (26)

×
(
1 +

ρ3H3[z]

6
√
n

+
ρ4H4[z]

24n
+
ρ23H6[z]

72n

)
=

= 1 +
1

n1/2

(
Arz − zρ3

2
+
z3ρ3
6

)
+

1

72n

(
72A2r − 216B1r + 72B2r−

−36A2rz2 + 72B1rz
2 + 36A2r2z2 − 36Arz2ρ3 + 12Arz4ρ3 − 15ρ23+

+45z2ρ23 − 15z4ρ23 + z6ρ23 + 9ρ4 − 18z2ρ4 + 3z4ρ4
)
+O

(
1

n3/2−δ5

)
=

= 1 +
1

n1/2

(
ArH1[z] +

ρ3H3[z]

6

)
+
A2r(r + 1 +H2[z](r − 1))

2n
+
ρ4H4[z]

24n
+

+
ρ23H6[z]

72n
+
rAρ3(3H2[z] +H4[z])

6n
+
r(B2 +B1(H2[z]− 2))

n
+O

(
1

n3/2−δ5

)
.

Используя (14) при α = 3, (23)–(26), представим функционал
E
∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]

∣∣∣r при δ6 > δ5 следующим образом:
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E
∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]

∣∣∣r = E
{(
Ĝ[a;Zn]−G[a]

∣∣∣r I (|Zn| ≤
√
2α lnn

)}
+ (27)

+ o
(
n−3/2

)
=

∫
|z|≤

√
2α lnn

∣∣∣Ĝ[a; z]−G[a]
∣∣∣r fZn

[z]dz + O
(
n−3/2+δ6

)
=

=

(
|G′[a]|√
nΦ′

1[a]

)r ∫
|z|≤

√
2α lnn

|z − z0|r ψ[z]φ[z]dz + O
(
n−3/2+δ6

)
=

=

(
|G′[a]|√
nΦ′

1[a]

)r ∞∫
−∞

|z − z0|r ψ[z]φ[z]dz + O
(
n−3/2+δ6

)
=

=

(
|G′[a]|√
nΦ′

1[a]

)r
 z0∫
−∞

(z0 − z)r ψ[z]φ[z]dz +

∞∫
z0

(z − z0)
r ψ[z]φ[z]dz

+

+ o
(
n−3/2+δ

)
=

(
|G′[a]|√
nΦ′

1[a]

)r

×

×
∞∫
0

tr (ψ[z0 − t]φ[z0 − t]dt+ ψ[z0 + t]φ[z0 + t]) dt+ O
(
n−3/2+δ6

)
.

В ходе преобразований в (27) использована оценка интеграла∫
|z|≥

√
2α lnn

|z|βφ[z]dz = O
(
n−α+δ7

)
,

которая справедлива для любого β > 0.
Имея в виду, что функция ψ[z] представляет собой линейную комбина-

цию полиномов Чебышева–Эрмита {H2k[x], k = 0, 1, 2, 3} и
{H2k+1[x], k = 0, 1} , выполним следующие разложения в точке t:

H2k[t+ z0]φ[t+ z0] +H2k[z0 − t]φ[z0 − t] = H2k[t+ z0]φ[t+ z0]+ (28)
+H2k[t− z0]φ[t− z0] = H2k[t]φ[t] +H2k[−t]φ[−t]−

− (H2k+1[t]φ[t] +H2k+1[−t]φ[−t]) z0 + (H2k+2[t]φ[t] +H2k+2[−t]φ[−t])
z20
2
−

− (H2k+3[ζ1]φ[ζ1] +H2k+3[ζ2]φ[ζ2])
z30
6

=

= 2H2k[t]φ[t] +H2k+2[t]φ[t]z
2
0 −

z30
6
(H2k+3[ζ1]φ[ζ1] +H2k+3[ζ2]φ[ζ2]) ,
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H2k+1[t+ z0]φ[t+ z0] +H2k+1[z0 − t]φ[z0 − t] = H2k+1[t+ z0]φ[t+ z0]+

+H2k+1[t− z0]φ[t− z0] = H2k+1[t]φ[t] +H2k+1[−t]φ[−t]− (29)

− (H2k+2[t]φ[t] +H2k+2[−t]φ[−t]) z0 + (H2k+3[t]φ[t] +H2k+3[−t]φ[−t])
z20
2
−

− (H2k+4[ζ3]φ[ζ3] +H2k+4[ζ4]φ[ζ4])
z30
6

=

= −2z0H2k[t]φ[t]−
z30
6
(H2k+4[ζ3]φ[ζ3] +H2k+4[ζ4]φ[ζ4]) ,

где ζ1, ζ3 – некоторые значения между t и t+z0, а ζ2, ζ4 – некоторые значения
между −t и −t+ z0. При этом использовано соотношение

(Hk[x]φ[x])
′ = −Hk+1[x]φ[x].

Применяя (28)–(29) и (23)–(24), представим (27) следующим образом:

E
∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]

∣∣∣r = ( |G′[a]|√
nΦ′

1[a]

)r ∞∫
0

trψ1[t]φ[t]dt+ o
(
n−3/2+δ8

)
,

где

ψ1[z] = 2 +
A2H2[z]− 2rA2H2[z]

n
+

2

n

(
r(B2 − 2B1) +

1

2
A2r(r + 1)

)
−

− ρ3
3n
AH4[z] +

ρ23
36n

H6[z] +
2H2[z]

n

(
rB1 +

A2(r − 1)r

2
+
Arρ3
2

)
+ (30)

+
2H4[z]

n

(
Arρ3
6

+
ρ4
24

)
= 2− A2

n
+

4rA2

n
− 6rB1

n
+

2rB2

n
− Aρ3

n
− 5ρ23

12n
+

+
ρ4
4n

+ z2
(
A2

n
− 3rA2

n
+

2rB1

n
+
A2r2

n
− (r − 2)Aρ3

n
+

5ρ23
4n

− ρ4
2n

)
+

+ z4
(
(r − 1)Aρ3

3n
− 5ρ23

12n
+

ρ4
12n

)
+
z6ρ23
36n

.

Наконец, учитывая, что B2 = −Aρ3, а также соотношение
∞∫
0

tβφ[t]dt = 2(β−1)/2φ[0] Γ

[
β + 1

2

]
, если β > 0, (31)

завершим доказательство (5):
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E
∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]

∣∣∣r = ( |G′[a]|√
nΦ′

1[a]

)r
2(r−5)/2

9
φ[0] Γ

[
r + 1

2

]
×

×
{
72 +

1

n

(
12Ar

(
r2 − 4

)
ρ3 + r

(
8− 6r + r2

)
ρ23+

+72B1(r − 2)r + 36A2r(r2 − 2r + 2) + 3(r − 2)rρ4
)}

=

=

(
|G′[a]|√
nΦ′

1[a]

)r

2(r−5)/2φ[0] Γ

[
r + 1

2

]
×

×
(
8 +

1

nΦ′[a]

(
2rG′′[a]2

G′[a]2
− 2r2G′′[a]2

G′[a]2
+
r3G′′[a]2

G′[a]2
+

+
8rG′′[a]Φ′′[a]

3G′[a]Φ′[a]
− 2r3G′′[a]Φ′′[a]

3G′[a]Φ′[a]
− 10rΦ′′[a]2

9Φ′[a]2
+
r2Φ′′[a]2

3Φ′[a]2
+
r3Φ′′[a]2

9Φ′[a]2
−

−8rG(3)[a]

3G′[a]
+

4r2G(3)[a]

3G′[a]
+

2rΦ(3)[a]

3Φ′[a]
− r2Φ(3)[a]

3Φ′[a]

))
=

=

(
|G′[a]|√
nΦ′

1[a]

)r

2(r−5)/2φ[0] Γ

[
r + 1

2

]
×

×

(
8 +

r

nΦ′[a]

((
r2 − 2r + 2

)
G′′[a]2

G′[a]2
− 2(r − 2)(r + 2)G′′[a]Φ′′[a]

3G′[a]Φ′[a]
+

+
(r − 2)(r + 5)Φ′′[a]2

9Φ′[a]2
+

4(r − 2)G(3)[a]

3G′[a]
− (r − 2)Φ(3)[a]

3Φ′[a]

))
.

Перейдем к доказательству (6).
В лемме 3 из [6] было показано, что уравнение

z +
Az2√
n
+
B1z

3

n
= 0

при достаточно больших значениях n и значениях |z| ≤
√
2α lnn имеет

только один корень z = 0. Поэтому в этих условиях верно соотношение∣∣∣∣z + Az2√
n
+
B1z

3

n
+ O

(
n−3/2+δ2

)∣∣∣∣r = (32)

= |z|r
(
1 +

Az√
n
+
B1z

2

n

)r

+ O
(
n−3/2+δ9

)
.

При этом(
1 +

Az√
n
+
B1z

2

n

)r

= 1 +
Azr

n1/2
+
r

n

(
B1 +

(r − 1)A2

2

)
z2 + O

(
n−3/2+δ10

)
.

(33)
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С учетом (30), определим функцию

ψ2[z] =

{
1 +

Azr

n1/2
+
r

n

(
B1 +

(r − 1)A2

2

)
z2
}
× (34)

×
(
1 +

ρ3H3[z]

6
√
n

+
ρ4H4[z]

24n
+
ρ23H6[z]

72n

)
= 1 +

1

n1/2

(
Arz − zρ3

2
+
z3ρ3
6

)
+

+
1

72n

{
z2
(
72B1r − 36A2r + 36A2r2 − 36Arρ3 + 45ρ23 + 9ρ4 − 18ρ4

)
+

+z6ρ23 + z4
(
12Arρ3 − 15ρ23 + 3ρ4

)
− 15ρ23 + 9ρ4

}
+O

(
n−3/2+δ11

)
.

Используя (15) при α = 3 и (32)–(34), получим асимптотическое раз-
ложение

E
∣∣Ǧ[a;Zn]−G[a]

∣∣r = E
{(
Ǧ[a;Zn]−G[a]

∣∣r I (|Zn| ≤
√
2α lnn

)}
+ (35)

+ o
(
n−3/2

)
=

∫
|z|≤

√
2α lnn

∣∣Ǧ[a; z]−G[a]
∣∣r fZn

[z]dz + o
(
n−3/2+δ12

)
=

=

(
|G′[a]|√
nΦ′

1[a]

)r ∫
|z|≤

√
2α lnn

|z|rψ2[z]φ[z]dz + o
(
n−3/2+δ13

)
=

=

(
|G′[a]|√
nΦ′

1[a]

)r ∞∫
−∞

|z|rψ2[z]φ[z]dz + o
(
n−3/2+δ13

)
,

где
∞∫

−∞

|z|rψ2[z]φ[z]dz = 2

∞∫
0

zrφ[z] dz +
9ρ4 − 15ρ23

36n

∞∫
0

zrφ[z] dz+

+
72rB1 + 36(r − 1)rA2 − 36rAρ3 + 45ρ23 − 18ρ4

36n

∞∫
0

zr+2φ[z] dz+

+
12Arρ3 − 15ρ23 + 3ρ4

36n

∞∫
0

zr+4φ[z] dz +
ρ23z

6

36n

∞∫
0

zr+6φ[z] dz =

= φ[0] 2(r−1)/2Γ

[
r + 1

2

]{
2 +

r(1 + r)

n

(
2B1 + (r − 1)A2

)
+

+
r

36n

(
12Ar(1 + r)ρ3 + (8 + (r − 6)r)ρ23 + 3(r − 2)ρ4

)}
.

Подставляя (19)–(20) в (35) и используя (31), получим (6).
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Если G′[a] = 0, но G′′[a] ̸= 0, то из (17)–(18) при |z| ≤
√
2α lnn и

n→ ∞ следует справедливость разложений

Ĝ[a; z]−G[a] =
G′′[a]H2[z]

2nΦ′
1[a]

+ O
(
n−3/2+δ14

)
, (36)

Ǧ[a; z]−G[a] =
G′′[a] z2

2nΦ′
1[a]

+ O
(
n−3/2+δ15

)
. (37)

Опираясь на разложения (36)–(37), нетрудно убедиться в справедливо-
сти заключительных соотношений теоремы (7) и (8), проведя рассуждения
по той же схеме, что и при доказательстве (5)–(6).

Следствие 2. В условиях теоремы при r = 1 справедливы следую-
щие разложения средних абсолютных погрешностей несмещенной оценки
и оценки максимального правдоподобия:

E
∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]

∣∣∣ = 2φ[0] |G′[a]|√
nΦ′

1[a]

{
1 +

1

nΦ′[a]
× (38)

×
(
G′′[a]2

8G′[a]2
+
G′′[a]Φ′′[a]

4G′[a]Φ′[a]
− Φ′′[a]2

12Φ′[a]2
− G(3)[a]

6G′[a]
+

Φ(3)[a]

24Φ′[a]

)
+ O

(
n−3/2+ε

)}
,

E
∣∣Ǧ[a;Zn]−G[a]

∣∣ = 2φ[0] |G′[a]|√
nΦ′

1[a]

{
1 +

1

nΦ′[a]
× (39)

×
(
G(3)[a]

3G′[a]
− G′′[a]Φ′′[a]

6G′[a]Φ′[a]
− Φ′′[a]2

12Φ′[a]2
+

Φ(3)[a]

24Φ′[a]

)
+ O

(
n−3/2+ε

)}
.

Впервые разложения (38)–(39) были получены в [6].
Следствие 3. В условиях теоремы при r = 2 справедливы следую-

щие разложения средних абсолютных погрешностей несмещенной оценки
и оценки максимального правдоподобия:

E
∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]

∣∣∣2 = G′[a]2

nΦ′
1[a]

(
1 +

G′′[a]2

2nΦ′[a]G′[a]2
+ O

(
n−3/2+ε

))
, (40)

E
∣∣Ǧ[a;Zn]−G[a]

∣∣2 = (41)

=
G′[a]2

nΦ′
1[a]

{
1 +

3G′′[a]2

4nG′[a]2Φ′[a]
− G′′[a]Φ′′[a]

nG′[a]Φ′[a]2
+

G(3)[a]

nG′[a]Φ′[a]
+ O

(
n−3/2+ε

)}
.

Впервые разложения (40)–(41) были получены в [8], [10].
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Аннотация. Доказаны аналоги неравенств Каца–Петрова, устанавливающие нерав-
номерные оценки скорости сходимости в центральной предельной теореме для сумм
случайного числа независимых одинаково распределенных случайных величин для слу-
чаев, когда индекс суммирования (число слагаемых в сумме) имеет биномиальное или
пуассоновское распределение и стохастически независим от слагаемых. Рассмотре-
на ситуация, когда на слагаемые накладываются ослабленные моментные условия,
в частности, слагаемые могут не иметь моменты степенных порядков, больших
второго. Указаны конкретные числовые значения абсолютных констант, входящих в
оценки. На биномиальные и пуассоновские суммы перенесен результат В. В. Петрова,
уточняющий упомянутые неравенства Каца–Петрова, из которого, в частности, вы-
текает, что если слагаемые имеют момент порядка 2+δ с δ ∈ (0, 1), то остаточный
член в соответствующей версии центральной предельной теоремы имеет более высо-
кий порядок малости (по числу слагаемых и аргументу), нежели степенные порядки,
устанавливаемые неравенствами типа Нагаева–Бикялиса.

Ключевые слова: центральная предельная теорема; нормальная аппроксимация;
случайная сумма; биномиальное распределение; распределение Пуассона; скорость схо-
димости.

Введение

Оценки точности нормальной аппроксимации для распределений сумм
случайных величин традиционно являются объектом пристального вни-
мания специалистов в области теории вероятностей, поскольку они игра-
ют важную роль во многих прикладных задачах. Такие оценки помогают
осознанно принимать решения об адекватности или неадекватности нор-
мальной модели для наблюдаемых статистических закономерностей. При
этом особый интерес представляет ситуация, в которой распределения сла-
гаемых могут иметь довольно тяжелые хвосты. Эта ситуация в статье

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-07-01405)
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формализована в виде ослабленных моментных условий, налагаемых на
слагаемые. В частности, слагаемые могут не иметь моменты степенных по-
рядков, больших второго. Пусть X1, X2, . . . – независимые случайные ве-
личины с EXi = 0 и 0 < EX2

i ≡ σ2
i < ∞, i = 1, 2, . . . Для n ∈ N обозначим

Sn = X1+ . . .+Xn, B2
n = σ2

1+ . . .+σ2
n. Стандартную нормальную функцию

распределения обозначим Φ(x):

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−z2/2dz, x ∈ R.

Обозначим

∆n(x) = |P(Sn < xBn)− Φ(x)|, ∆n = sup
x

∆n(x).

Всюду далее символ I(A) будет обозначать индикаторную функцию собы-
тия A.

Пусть G – класс вещественных функций g(x) аргумента x ∈ R таких,
что

• функция g(x) четна;

• функция g(x) неотрицательна при всех x и g(x) > 0 при x > 0;

• функция g(x) не убывает при x > 0;

• функция x/g(x) не убывает при x > 0.

Классу G принадлежат, например, функции g(x) ≡ const > 0, g(x) = |x|δ
при 0 ≤ δ ≤ 1, g(x) = min{|x|, const}.

В 1963 г. М.Кац [11] доказал, что, какой бы ни была функция g ∈
G, если случайные величины X1, X2, ... одинаково распределены, причем
EX2

1g(X1) < ∞, то существует конечная положительная абсолютная по-
стоянная C1 такая, что

∆n ≤ C1 ·
EX2

1g(X1)

σ2
1g
(
σ1
√
n
) . (1)

В 1965 г. этот результат был обобщен В.В. Петровым [3] на случай неодина-
ково распределенных случайных величин (также см. [4]): какой бы ни была
функция g ∈ G, если EX2

kg(Xk) < ∞, k = 1, ..., n, то существует конечная
положительная абсолютная постоянная C2 такая, что

∆n ≤ C2

B2
ng(Bn)

n∑
k=1

EX2
kg(Xk). (2)
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В 1979 г. В. В.Петров [5] доказал неравномерный аналог неравенства
(2) (также см. [6]): какой бы ни была функция g ∈ G, если EX2

kg(Xk) < ∞,
k = 1, ..., n, то существует конечная положительная абсолютная постоян-
ная C3 такая, что для любого x ∈ R

∆n(x) ≤
C3

B2
n(1 + |x|)2g

(
Bn(1 + |x|)

) n∑
k=1

EX2
kg(Xk). (3)

В частности, если случайные величины одинаково распределены и
EX2

1g(X1) < ∞ для некоторой функции g ∈ G, то существует абсолют-
ная постоянная C такая, что для любого x ∈ R

∆n(x) ≤
C · EX2

1g(X1)

σ2
1(1 + |x|)2g

(
σ1
√
n(1 + |x|)

) . (4)

Неравенство (3) получено в [5] как следствие оценки

∆n(x) ≤ C

n∑
k=1

[
EX2

kI
(
|Xk| ≥ (1 + |x|)Bn

)
B2

n(1 + |x|)2
+

E|Xk|3I
(
|Xk| < (1 + |x|)Bn

)
B3

n(1 + |x|)3

]
,

(5)
которая для случая одинаково распределенных слагаемых принимает вид

∆n(x) ≤
C

σ2(1 + |x|)2
· EX2

1 min

{
1,

|X1|
σ
√
n(1 + |x|)

}
. (6)

(Интересно отметить, что в свою очередь, неравенства (5) и (6) являются
частными случаями неравенств (3) и (4) соответственно со специальной
функцией g(y) = min{|y|, 1}).

В 2001 году неравенство (5) было передоказано другим методом в ста-
тье [10]. В неcкольких работах предпринимались попытки оценить значение
константы C в неравенстве (5). В частности, в работах [14, 15] была полу-
чена оценка C ≤ 76,17. Эта оценка была существенно уточнена в работе
[8], где было показано, что в случае одинаково распределенных слагаемых
константа не превосходит 39,25. Наконец, недавно было показано, что в слу-
чае одинаково распределенных слагаемых, рассматриваемом в настоящей
статье, константа C не превосходит 36,62 (см. [1]).

Цель настоящей работы – распространить неравенство (4) на случай-
ные суммы, в которых число слагаемых имеет биномиальное или пуассо-
новское распределение. При этом будет существенно использоваться под-
ход, развитый в работах [1, 13]. Также на биномиальные и пуассоновские
суммы будет перенесен результат В. В. Петрова, уточняющий упомянутые
неравенства Каца–Петрова, из которого, в частности, вытекает, что если
слагаемые имеют момент порядка 2 + δ с δ ∈ (0, 1), то остаточный член
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в соответствующей версии центральной предельной теоремы имеет более
высокий порядок малости (по числу слагаемых и аргументу), нежели сте-
пенные порядки, устанавливаемые неравенствами типа Нагаева–Бикялиса.

Неравномерные оценки для биномиальных случайных сумм
Всюду далее рассматриваются независимые одинаково распределенные
случайные величины X1, X2, . . . с EXi = 0 и 0 < EX2

i ≡ σ2 < ∞. Пусть
p ∈ (0, 1] – произвольно. Пусть ξ1, . . . , ξn – независимые случайные вели-
чины, такие что

ξj =

{
1 с вероятностью p,

0 с вероятностью 1− p,
j = 1, . . . , n.

Случайная величина Nn, p = ξ1 + . . . + ξn может интерпретироваться как
число успехов в схеме испытаний Бернулли с вероятностью успеха p. Cлу-
чайная величина Nn, p имеет биномиальное распределение с параметрами
n и p:

P(Nn, p = k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, . . . , n.

Предположим, что при каждом n ∈ N случайные величины Nn, p, X1, X2, . . .
взаимно независимы. В данном разделе основным объектом изучения будут
биномиальные случайные суммы вида

SNn, p
= X1 + . . .+XNn, p

.

При этом если Nn, p = 0, то SNn, p
= 0.

Для j ∈ N введем случайные величины X̃j, полагая

X̃j =

{
Xj с вероятностью p,

0 с вероятностью 1− p.

Несложно видеть, что X̃j
d
= ξjXj, где сомножители в правой части незави-

симы (здесь и далее символ d
= обозначает совпадение распределений).

Пусть F (x) – общая функция распределения случайных величин Xj,
E0(x) – функция распределения с единственным единичным скачком в ну-
ле. Тогда, очевидно,

P
(
X̃j < x

)
= pF (x) + (1− p)E0(x), x ∈ R, j ∈ N.

При этом EX̃j = 0,
DX̃j = EX̃2

j = pσ2. (4)

Лемма 1. Для любых n ∈ N и pj ∈ (0, 1]

SNn, p

d
= X̃1 + . . .+ X̃n, (5)
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где случайные величины в правой части (5) независимы.
Доказательство леммы 1 представляет собой простое упражнение на

свойства характеристических функций.
С учетом (4) и (5) легко заметить, что DSNn, p

= npσ2. Обозначим

∆n, p(x) =
∣∣P(SNn, p

< xσ
√
np

)
− Φ(x)

∣∣.
В работе [1] с помощью леммы 1 и соотношения (6) доказано следую-

щее утверждение.
Лемма 2 [1]. Для любых n ∈ N и p ∈ (0, 1] справедливо неравенство

∆n, p(x) ≤

≤ 36,62

[
EX2

1I
(
|X1| ≥ (1 + |x|)σ√np

)
σ2(1 + |x|)2

+
E|X1|3I

(
|X1| < (1 + |x|)σ√np

)
σ3√np(1 + |x|)3

]
=

=
36,62

σ2(1 + |x|)2
· EX2

1 min

{
1,

|X1|
σ
√
np(1 + |x|)

}
.

Теорема 1. Предположим, что EX2
1g(X1) < ∞ для некоторой функции

g ∈ G. Тогда для любых n ∈ N, p ∈ (0, 1] и x ∈ R справедливо неравенство

∆n, p(x) ≤
36,62EX2

1g(X1)

σ2(1 + |x|)2g((1 + |x|)σ√np)
.

Доказательство. Имеем

EX2
1I
(
|X1| ≥ (1 + |x|)σ√np

)
σ2(1 + |x|)2

= E
X2

1g(X1)I
(
|X1| ≥ (1 + |x|)σ√np

)
σ2(1 + |x|)2g(X1)

≤

≤
EX2

1g(X1)I
(
|X1| ≥ (1 + |x|)σ√np

)
σ2(1 + |x|)2g((1 + |x|)σ√np)

, (6)

E
{
|X1|3I

(
|X1| < (1 + |x|)σ√np

)}
σ3√np(1 + |x|)3

=

= E

[ |X1|2g(X1)I
(
|X1| < (1 + |x|)σ√np

)
σ3√np(1 + |x|)3

· |X1|
g(X1)

]
≤

≤
E
{
|X1|2g(X1)I

(
|X1| < (1 + |x|)σ√np

)}
σ3√np(1 + |x|)3

·
(1 + |x|)σ√np

g((1 + |x|)σ√np)
=

=
E
{
|X1|2g(X1)I

(
|X1| < (1 + |x|)σ√np

)}
σ2(1 + |x|)2g((1 + |x|)σ√np)

. (7)

Объединяя (6) и (7) с учетом леммы 2, завершаем доказательство теоремы.
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Неравномерные оценки для пуассоновских случайных сумм
Пусть Nλ – случайная величина, имеющая распределение Пуассона с па-
раметром λ > 0:

P(Nλ = k) = e−λλ
k

k!
, k ∈ N ∪ {0}.

Предположим, что при каждом λ случайные величины Nλ, X1, X2, . . . неза-
висимы. Рассмотрим пуассоновскую случайную сумму

SNλ
= X1 + . . .+XNλ

.

Если Nλ = 0, то полагаем SNλ
= 0. Несложно убедиться, что ESNλ

= 0
и DSNλ

= λσ2. Точность нормальной аппроксимации для распределений
пуассоновских случайных сумм изучалась многими авторами (см. истори-
ческие обзоры в работах [9, 12]). Равномерные оценки точности нормаль-
ной аппроксимации для распределений пуассоновских случайных сумм при
ослабленных моментных условиях получены в статье [13]. Насколько из-
вестно автору, неравномерные оценки величины

∆λ(x) =
∣∣P(SNλ

< xσ
√
λ
)
− Φ(x)

∣∣
для такой ситуации впервые были получены в работе [1], где доказан сле-
дующий результат.
Лемма 3 [1]. Для любых λ > 0 и x ∈ R справедлива оценка

∆n, p(x) ≤

≤ 36,62

[
EX2

1I
(
|X1| ≥ (1 + |x|)σ

√
λ
)

σ2(1 + |x|)2
+

E|X1|3I
(
|X1| < (1 + |x|)σ

√
λ
)

σ3
√
λ(1 + |x|)3

]
=

=
36,62

σ2(1 + |x|)2
· EX2

1 min

{
1,

|X1|
σ
√
λ(1 + |x|)

}
.

Точно так же, как с помощью леммы 2 доказана теорема 1, с помощью
леммы 3 доказывается следующий результат.
Теорема 2. Предположим, что EX2

1g(X1) < ∞ для некоторой функции
g ∈ G. Тогда для любых λ > 0 и x ∈ R справедливо неравенство

∆λ(x) ≤
36,62EX2

1g(X1)

σ2(1 + |x|)2g((1 + |x|)σ
√
λ)

.

Уточнение неравномерных оценок для специального под-
класса класса G. В статье [2] было доказано, что если E|X1|2+δ < ∞
при некотором δ ∈ (0, 1), то

∆n(x) ≤
Q
(√

n(1 + |x|)
)

nδ/2(1 + |x|)2+δ
,
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где Q(y) – ограниченная функция, такая что Q(y) → 0 при y → ∞.
Другими словами, если E|X1|2+δ < ∞ при 0 < δ < 1, то ∆n(x) =
o
(
n−δ/2(1+|x|)−(2+δ)

)
. Условие δ < 1 существенно, при δ = 1 этот результат

не имеет места.
В работе [7] упомянутая оценка была обобщена. А именно, пусть G0 –

класс, содержащий функции g(x) такие, что

• g(x) ∈ G;

• lim
x→∞

g(x2)

xg(x)
= 0.

Классу G0 принадлежит, например, функция gδ(x) ≡ |x|δ при 0 < δ < 1.
В то же время функция g1(x) ≡ |x|, принадлежащая классу G, не вхо-
дит в класс G0. Еще одним примером функции из G0 является g(x) =
exp

{(
log(e+ |x|)

)p} при 0 < p < 1 (см. [7]).
В работе [7] было доказано, что если EX2

1g(X1) < ∞ для некоторой
функции g(x) ∈ G0, то

∆n(x) ≤
Q
(
σ
√
n(1 + |x|)

)
(1 + |x|)2g

(
σ
√
n(1 + |x|)

)
для всех n ∈ N и x ∈ R, где Q(y) – ограниченная функция, такая, что
Q(y) → 0 при y → ∞. Цель данного раздела – следуя логике доказатель-
ства этого результата в [7], перенести этот результат на биномиальные и
пуассоновские случайные суммы и установить вид функции Q(y).

Сначала рассмотрим биномиальные случайные суммы. Снова восполь-
зуемся леммой 2.

Из неравенства (6) непосредственно вытекает, что

EX2
1I
(
|X1| ≥ (1 + |x|)σ√np

)
σ2(1 + |x|)2

≤
Q1

(
(1 + |x|)σ√np

)
σ2(1 + |x|)2g((1 + |x|)σ√np)

, (8)

где для y > 0
Q1(y) = EX2

1g(X1)I(|X1| ≥ y). (9)

При этом, если EX2
1g(X1) < ∞, то limy→∞Q1(y) = 0.

Рассмотрим величину

E|X1|3I
(
|X1| < (1 + |x|)σ√np

)
σ3√np(1 + |x|)3

≡ A1 + A2,

где

A1 =
E|X1|3I

[
|X1| <

√
σ
√
np(1 + |x|)

]
σ3√np(1 + |x|)3

,
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A2 =
E|X1|3I

[√
σ
√
np(1 + |x|) ≤ |X1| < σ

√
np(1 + |x|)

]
σ3√np(1 + |x|)3

.

Используя тот же прием, что при доказательстве теоремы 1, получаем
оценку

A2 ≤
σ
√
np(1 + |x|)EX2

1g(X1)I
[
|X1| >

√
σ
√
np(1 + |x|)

]
σ3√np(1 + |x|)3g((1 + |x|)σ√np)

=

=
Q2

(
(1 + |x|)σ√np

)
σ2(1 + |x|)2g((1 + |x|)σ√np)

, (10)

где
Q2(y) = EX2

1g(X1)I
(
|X1| >

√
y
)
. (11)

При этом, если EX2
1g(X1) < ∞, то limy→∞Q2(y) = 0.

Наконец, рассмотрим A1. Имеем

A1 =
E|X1|3I

[
|X1| <

√
σ
√
np(1 + |x|)

]
σ3√np(1 + |x|)3

=

=
1

σ3√np(1 + |x|)3
E
[
X2

1g(X1) ·
|X1|
g(X1)

· I
(
|X1| <

√
σ
√
np(1 + |x|)

)]
≤

≤

√
σ
√
np(1 + |x|)E

[
X2

1g(X1)I
(
|X1| <

√
σ
√
np(1 + |x|)

)]
σ3√np(1 + |x|)3g

(√
σ
√
np(1 + |x|)

) ≤

≤ EX2
1g(X1)

σ5/2(np)1/4(1 + |x|)5/2g
(√

σ
√
np(1 + |x|)

) . (12)

Обозначим y =
√
σ
√
np(1 + |x|). Тогда, продолжая цепочку (12), получим

A1 ≤
npEX2

1g(X1)

y5g(y)
=

1

σ2(1 + |x|)2g((1 + |x|)σ√np)
· g(y

2)EX2
1g(X1)

yg(y)
≡

≡
Q3

(
(1 + |x|)σ√np

)
σ2(1 + |x|)2g((1 + |x|)σ√np)

, (13)

где

Q3(y) =
g(y2)EX2

1g(X1)

yg(y)
. (14)

При этом, если EX2
1g(X1) < ∞, то из свойств функции g ∈ G0 вытекает,

что limy→∞Q1(y) = 0.
Из леммы 2 и неравенств (8), (10) и (13) вытекает следующее утвер-

ждение.
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Теорема 3. Предположим, что EX2
1g(X1) < ∞ для некоторой функции

g ∈ G0. Тогда для любых n ∈ N, p ∈ (0, 1] и x ∈ R справедливо неравенство

∆n, p(x) ≤
Q
(
(1 + |x|)σ√np

)
σ2(1 + |x|)2g

(
(1 + |x|)σ√np

) ,
где Q(y) = 36,62[Q1(y) + Q2(y) + Q3(y)], а функции Q1(y), Q2(y) и Q3(y)
определены в (9), (11) и (14) соответственно. При этом limy→∞Q(y) = 0.

Рассуждениями, практически дословно повторяющими доказатель-
ство теоремы 3 (с заменой леммы 2 на лемму 3, а np на λ), аналогичный
результат можно получить и для пуассоновских случайных сумм. А имен-
но, справедлива следующая теорема.
Теорема 4. Предположим, что EX2

1g(X1) < ∞ для некоторой функции
g ∈ G0. Тогда для любых λ > 0 и x ∈ R справедливо неравенство

∆λ(x) ≤
Q
(
(1 + |x|)σ

√
λ
)

σ2(1 + |x|)2g
(
(1 + |x|)σ

√
λ
) ,

где Q(y) = 36,62[Q1(y) + Q2(y) + Q3(y)], а функции Q1(y), Q2(y) и Q3(y)
определены в (9), (11) и (14) соответственно с формальной заменой np

на λ. При этом limy→∞Q(y) = 0.
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Katz-Petrov-type inequalities for some random sums1

A.V. Dorofeeva

Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics of Moscow State University; 119991,
Moscow, GSP-1, Leninskie Gory, Moscow State University, Faculty of Computational
Mathematics and Cybernetics; alex.dorofeyeva@gmail.com

Abstract. Analogues of Katz-Petrov inequalities, setting non-uniform convergence rate
estimates in central limit theorem for sums of a random number of independent identically
distributed random variables for cases where summation index (number of terms in sum) has
a binomial or Poisson distribution and stochastically independent of the terms, are proven.
The case is considered when weak moment conditions are imposed on the terms, in particular,
the terms may not have moments higher than the second. Constants estimates are written
explicitly. V.V. Petrov’s result, shurping Katz-Petrov inequalities, are extended on binomial
and Poisson random sums. From this result it follows that in case when terms have order of
moments equals 2+ δ with δ ∈ (0, 1), remainder member in the corresponding version of the
central limit theorem has more high order of smallness (in terms of the number of terms and
argument) than power orders established by Nagaev-Bikelis-type inequalities.

Key words: central limit theorem; normal approximation; random sum; binomial
distribution; Poisson distribution; convergence rate.
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Статистические методы оценивания и проверки гипотез
2018 Пермский государственный университет Вып. 28

УДК 519.24

Применение ЕМ-алгоритма для обработки
циклических сигналов1

Т.В. Захарова

Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычис-
лительной математики и кибернетики; Институт проблем информатики Федерального
исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии наук,
lsa@cs.msu.ru

Аннотация. Часто в прикладных задачах анализа данных возникает необходимость
обработки циклических сигналов. Такие задачи актуальны, например, в медицине, где
при обследованиях организма регистрируется большое число разнообразных биосиг-
налов. Существующие методы позволяют эффективно обрабатывать слабо зашум-
ленные нестационарные сигналы. Биосигналы же сложны тем, что имеют низкое
отношение сигнал/шум. В данной работе предложен новый метод, основанный на
комбинации CUSUM-статистик и стохастического EM-алгоритма разделения смесей
вероятностных распределений. Он показывает высокую точность выявления момен-
та разладки в сигнале. Новый метод применялся для изучения активности головного
мозга, а именно определения расположения и взаимосвязи его функциональных зон.

Ключевые слова: миограмма; смеси вероятностных распределений; стохастический
EM-алгоритм; CUSUM-статистики.

1. Введение

Точная локализация невосполнимых областей в мозге является основой
планирования хирургического вмешательства. Она необходима для мини-
мизации риска возникновения постоперационных осложнений. Кроме того,
полученная информация может использоваться для того, чтобы понять, ка-
кие из зон головного мозга затронуты болезнью или повреждены. В силу
индивидуальной пластичности мозга или вследствие полученных травм и
различных поражений центральной нервной системы предварительная ло-
кализация по анатомическим маркерам не может быть выполнена с необ-
ходимой точностью. С этой целью используется магнитоэнцефалография
в комбинации с магнитно-резонансной томографией.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-07-00252).

©Захарова Т.В., 2018
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Регистрируемое магнитное поле, возникающее в результате электри-
ческой активности мозга, очень сильно зашумлено. В роли шума в дан-
ном случае выступает суперпозиция аппаратного (от датчиков, усилите-
лей, аналого-цифровых преобразователей, сетевые помехи и т.д.) и физио-
логического (фоновая мозговая активность) шумов. Для увеличения отно-
шения полезного сигнала к шуму в медицинских исследованиях принято
использовать метод возбужденных потенциалов, состоящий из многократ-
ного повторения эксперимента и дальнейшего усреднения результатов [1,
5]. Сигналы, полученные таким способом, имеют циклическую нестацио-
нарную природу. Перейдем к более точной постановке задачи.

2. Постановка задачи

Кратко опишем схему эксперимента. Пациент кладет руку на стол и в тече-
ние нескольких минут нажимает пальцем на кнопку, тем самым возбуждая
зоны интереса в головном мозге. В то же время множество сенсоров на по-
верхности головы записывают магнитоэнцефалограмму (рис.1). К каждой
записи эксперимента прилагается дополнительная информация, это может
быть миограмма (рис.2), регистрирующая электрические сигналы мышеч-
ных сокращений, или внешние данные о положении пальца (с акселеромет-
ра, кнопки, фотоэлемента и пр.). Все сигналы берутся синхронно со строго
определенной частотой дискретизации.

Рис. 1: Сигнал МЭГ

Рис. 2: Сигнал миограммы

На МЭГ-сигнале различить периоды покоя и движения не представ-
ляется возможным, а на соответствующем ему сигнале миограммы явно
различимы все совершенные движения, хотя сигнал и зашумлен.
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Главной целью анализа экспериментальных данных является обнару-
жение участков первичной моторной коры головного мозга, ответственной
за подачу команды на движение. Она относится к зонам мозга, не способ-
ным к саморегенерации, и любое ее повреждение может лишить человека
возможности управлять какой-либо группой мышц.

Усреднив сигнал МЭГ по точкам начала движения, можно определить
магнитометры, на которых отклик на движение является наибольшим, и
далее для локализации активных зон решить так называемую обратную
задачу, то есть найти источник сигнала по характеристикам поля, порож-
денного данным источником. Методы решения обратных задач подробно
рассмотрены в работах [2, 6].

В силу неустойчивости обратных задач по начальным данным неточ-
ное определение точек привязки может привести к значительным ошибкам
локализации. Именно поэтому проблеме поиска опорных точек уделяется
так много внимания.

3. Задача о разладке

Будем интерпретировать сигнал миограммы как наблюдения за слу-
чайным процессом, тогда опорную точку на отдельно взятой эпохе можно
найти, решив так называемую задачу о разладке [3]. Приведем ее класси-
ческую постановку.

Пусть последовательно во времени проводятся измерения информации
о случайном процессе, и в какой-то заранее неизвестный момент времени
происходит изменение его вероятностных характеристик. Задача обнару-
жения произошедшего изменения быстрейшим образом носит название за-
дачи скорейшего обнаружения момента появления разладки.

Один из методов ее решения приведен в [7]. Предположим, что

x1, x2, . . . , xθ−1, xθ, xθ+1, . . .

– это наблюдения над независимыми случайными величинами

ξ1, ξ2, . . . , ξθ−1, ξθ, ξθ+1, . . .

такими, что в моменты времени k = 1, 2, . . . , θ − 1 они имеют распреде-
ление с плотностью f∞(x), а в моменты k = θ, θ + 1, . . . – с плотностью
f0(x). Параметр θ считается заранее не известным и принимающим значе-
ния 1, . . . ,∞.

Для n > 1, θ > 1 положим

pθ(x1, . . . , xn) = f∞(x1) · · · · · f∞(xθ−1)f0(xθ) · · · · · f0(xn).
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При θ = 1
p1(x1, . . . , xn) = f0(x1) · · · f0(xn)

и при θ = ∞
p∞(x1, . . . , xn) = f∞(x1) · · · f∞(xn).

Введем следующую статистику:

γn = sup
θ>1

pθ(x1, . . . , xn)

p∞(x1, . . . , xn)
=

= max

{
p1(x1, . . . , xn)

p∞(x1, . . . , xn)
,
p1(x2, . . . , xn)

p∞(x2, . . . , xn)
, . . . ,

p1(xn)

p∞(xn)
, 1

}
=

= max

{
1, max

16θ6n

n∏
k=θ

f0(xk)

f∞(xk)

}
и положим

Tn = log γn = max

{
0, max

16θ6n

n∑
k=θ

log
f0(xk)

f∞(xk)

}
= max

{
0, max

16θ6n

n∑
k=θ

ζk

}
, (1)

где

ζk = log
f0(xk)

f∞(xk)
.

Введенные статистики Tn, n > 1, обладают важным рекуррентным свой-
ством

Tn = max[0, Tn−1 + ζn], (2)

которое удобно использовать при реализации алгоритма обнаружения раз-
ладки.

Статистики γ = (γn)n>1 называют обобщенными отношениями прав-
доподобия, а T = (Tn)n>1 – статистиками CUSUM (англ. cumulative sums).

На рис.3 приведен типичный вид графика Tn. При n < θ она прини-
мает неотрицательные значения, близкие к нулю, а при n > θ начинает в
среднем возрастать.

Рис. 3: График статистики CUSUM
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Для применения этих статистик к реальным данным надо уметь хо-
рошо оценивать плотности f0(x) и f∞(x), которые точно не известны. На
практике плотности распределения имеют сложную форму и не принад-
лежат одному типу распределения. В таких случаях плотности можно ап-
проксимировать смесью распределений.

4. Базовые определения и утверждения

Для лучшего понимания излагаемого материала приведем основные
определения и утверждения, изложенные в книге [4].

4.1 Основные определения

Рассмотрим функцию F (x, y), определенную на множестве R×Y. По-
лагаем для простоты, что Y – это некоторое подмножество m-мерного ев-
клидова пространства, m > 1, снабженное борелевской σ-алгеброй Σ. До-
полнительно предположим, что при каждом фиксированном y функция
F (x, y) является функцией распределения по x, а при каждом фиксиро-
ванном x функция F (x, y) измерима по y, то есть для любых x ∈ R и c ∈ R
выполнено условие {y : F (x, y) < c} ∈ Σ. Пусть Q – вероятностная мера,
определенная на измеримом пространстве (Y,Σ). Функция распределения

H(x) =

∫
Y
F (x, y)Q(dy), x ∈ R,

называется смесью функции распределения F (x, y) по y относительно Q.
Распределение F (x, y) называется смешиваемым, мера Q задает смеши-
вающее распределение. В случае, если Y – m-мерная тождественная слу-
чайная величина (Y(y) ≡ y, y ∈ Y), определенная на вероятностном про-
странстве (Y, Σ, Q), то функция распределенияH(x) может быть записана
в виде

H(x) = EF (x,Y), x ∈ R.
Если случайный вектор Y имеет дискретное распределение, то есть

принимает значения y1, y2, . . . с вероятностями p1, p2, . . ., то получаем дис-
кретную смесь:

H(x) = EF (x,Y) =
∑
j>1

pjF (x, yj), x ∈ R.

Функции распределения F (x, yj) называют компонентами смеси H(x), а
числа pj – весами соответствующих компонент. В случае, если в дискрет-
ной смеси число ненулевых весов конечно, дискретная смесь называется
конечной.
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Вообще говоря, разным значениям параметра y могут соответствовать
функции F (x, y), задающие разные типы распределения. Если смесь дис-
кретна и F (x, yj) = Fj(x), j = 1, 2, . . . , а компоненты Fj абсолютно непре-
рывны и имеют плотности fj, то смесь H(x) также абсолютно непрерывна
с плотностью

h(x) = Ef(x,Y) =
∑
j>1

pjfj(x), x ∈ R.

Рассмотрим один важный тип смесей – сдвиг/масштабные смеси. По-
ложим m = 2 и пусть вектор y имеет вид y = (u, v), где u > 0 – параметр
масштаба и v ∈ R – параметр сдвига, так что функция распределения
F (x, y) представима в виде

F (x, y) = F

(
x− v

u

)
, x ∈ R.

Тогда функция распределения

H(x) =

∫
Y
F

(
x− v

u

)
Q(du, dv), x ∈ R (3)

называется сдвиг/масштабной смесью функции распределения F относи-
тельно Q.

Для определения дискретной сдвиг/масштабной смеси функции рас-
пределения F (x) положим yj = (σj, aj), где aj ∈ R, σj > 0, j = 1, . . . , k, и
получим

H(x) =
k∑

j=1

pjF

(
x− aj
σj

)
, x ∈ R (4)

и соответствующую ей смесь плотностей

h(x) =
k∑

j=1

pj
σj
f

(
x− aj
σj

)
, x ∈ R.

4.2 Идентифицируемость смесей

Пусть функция F (x, y) определена на множестве R × Y, множество
Y и функция F удовлетворяют условиям из определения смеси функций
распределения. Пусть Q – семейство случайных величин, принимающих
значения во множестве Y. Обозначим

H = {HQ(x) = EF (x,Q), x ∈ R : Q ∈ Q}.
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Семейство H, определяемое ядром F и множеством Q, называется
идентифицируемым, если из равенства

EF (x,Q1) = EF (x,Q2), x ∈ R, Q1, Q2 ∈ Q

следует, что Q1
d
= Q2.

Теперь сузим определение идентифицируемости на класс конечных
сдвиг/масштабных смесей. Семейство смесей

H =

{
k∑

j=1

pjF

(
x− aj
σj

)
:

k∑
j=1

pj = 1; pj > 0, aj ∈ R, σj > 0, j = 1, . . . , k

}
,

порожденное ядром F , идентифицируемо, если из равенства
k∑

j=1

pjF

(
x− aj
σj

)
=

m∑
i=1

qiF

(
x− bi
δi

)
вытекает, что
1) k = m;
2) для каждого индекса j ∈ {1, . . . , k} существует индекс i ∈ {1, . . . , k}
такой, что

pj = qi, aj = bi, σj = δi.

Справедливо следующее утверждение, доказанное Г. Тейчером: семей-
ство конечных сдвиг/масштабных смесей нормальных законов иденти-
фицируемо.

Таким образом, мы можем сделать вывод, что задача разделения ко-
нечных сдвиг/масштабных смесей нормальных законов является коррект-
ной, так как может иметь лишь единственное решение.

4.3 EM-алгоритм и его модификации

Попытка разделить смесь, используя непосредственно принцип макси-
мума правдоподобия, приводит к слишком громоздкой оптимизационной
задаче. Обойти эту трудность позволяет ЕМ-алгоритм.

Пусть X и Y – случайные величины, заданные на одном измеримом
пространстве (Ω,A) и принимающие значения в Rn и Rm соответственно,
n,m > 1. Иначе говоря, (X,Y) – (n+m)-мерный случайный вектор.

Предположим, что на σ-алгебре A задано семейство вероятностных
мер {Pθ : θ ∈ Θ}, где Θ – множество произвольной природы.

Пусть Bn и Bm – борелевские σ-алгебры на Rn и Rm соответственно, µX

и µY – σ-конечные меры, определенные на Bn и Bm. Тогда определим ме-
ру µ, заданную на борелевской σ-алгебре σ(B), порожденной множеством
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измеримых прямоугольников B = {A× B : A ∈ Bn, B ∈ Bm}, как произ-
ведение мер µX и µY:

µ(A×B) = µX(A) · µY(B), A ∈ Bn, B ∈ Bm.

Предположим, что при каждом θ ∈ Θ совместное распределение
(n +m)-мерного случайного вектора (X,Y) абсолютно непрерывно отно-
сительно меры µ, соответствующую плотность распределения обозначим
fθ(x, y). Иными словами, справедливо представление

Pθ(X ∈ A,Y ∈ B) =

∫
A×B

fθ(x, y)µ(dx× dy), ∀θ ∈ Θ, ∀A ∈ Bn, ∀B ∈ Bm.

Маргинальной плотностью случайной величины X относительно ме-
ры µX называется функция

fX
θ (x) =

∫
Rm

fθ(x, y)µY(dy).

Считаем, что случайная величины X имеет смысл наблюдаемых дан-
ных, а Y – ненаблюдаемая случайная величина, играющая вспомогатель-
ную роль. Зная совместную плотность fθ(x, y) и значение наблюдаемой
величины X = x, можно ввести полную функцию правдоподобия

L(θ;x, y) = fθ(x, y), θ ∈ Θ. (5)

Классическую функцию правдоподобия

L(θ;x) = fX
θ (x) (6)

в таком случае можно трактовать как неполную функцию правдоподобия.
EM-алгоритм представляет собой итерационную процедуру, в ре-

зультате выполнения которой вычисляется последовательность значений
{θ(m)}m>1 параметра θ, максимизирующая функции (5) и (6). Если извест-
но значение θ(m), то вычисление следующего значения θ(m+1) происходит в
два этапа.
1◦. Этап вычисления математического ожидания (E-этап, англ.
expectation).

Функцию Q(θ; θ(m)) определим как условное математическое ожида-
ние логарифма полной функции правдоподобия при известном значении
наблюдаемой компоненты X:

Q(θ; θ(m)) = Eθ(m)[log fθ(X,Y)|X]. (7)

Здесь θ является аргументом функции Q(θ; θ(m)), X и θ(m) являются пара-
метрами, в последнем равенстве усреднение идет по Y относительно меры
Pθ(m).
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При известном значении X = x функция Q(θ; θ(m)) вычисляется по
формуле

Q(θ; θ(m)) =

∫
Rm

[log fθ(x, y)]fθ(m)(y|x)µY(dy). (8)

2◦. Этап максимизации (M-этап, англ. maximization).
На этом этапе происходит вычисление

θ(m+1) = argmax
θ
Q(θ; θ(m)).

Итерационный процесс останавливается при выполнении заранее вы-
бранного условия, например, близости найденных значений параметров
θ(m) и θ(m−1).

ЕМ-алгоритм обладает свойством монотонности, то есть каждая его
итерация гарантированно увеличивает функцию правдоподобия:

L(θ(m+1);x) > L(θ(m);x), m > 1.

Также при определенных условиях регулярности построенная последова-
тельность оценок параметров сходится к локальному максимуму функции
правдоподобия L(θ;x). Вместе с тем свойство монотонности свидетельству-
ет о сильной зависимости EM-алгоритма от выбора начального приближе-
ния.

Область его применения чрезвычайно широка – дискриминантный
анализ, восстановление пропусков в данных, кластеризация, обработка сиг-
налов и изображений. В данной работе мы рассматриваем его как инстру-
мент разделения смеси распределений.

Пусть плотность наблюдаемой случайной величины X имеет вид (для
конечных смесей нормальных законов это условие выполнено)

fX
θ (x) =

k∑
i=1

piψi(x; ti), (9)

где k > 1 –заданное натуральное число, ψ1, . . . , ψk – известные плотности
распределения (компоненты смеси), θ = (p1, . . . , pk, t1, . . . , tk) – неизвест-
ный параметр, pi > 0, i = 1, . . . , k – веса компонент, p1+. . .+pk = 1, ti, i =
1, . . . , k – многомерные параметры.

Задачей разделения смеси (9) называют задачу статистического оце-
нивания параметров θ = (p1, . . . , pk, t1, . . . , tk) по известным реализациям
случайной величины X.

Отметим особенности EM-алгоритма, существенно ограничивающие
возможность его применения в чистом виде на практике. Максимизиру-
емый функционал Q(θ) может иметь большое количество локальных экс-
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тремумов, поэтому для EM-алгоритма характерны такие черты, как за-
стревание в локальных максимумах, зависимость решения от начального
приближения и медленная сходимость при его неудачном выборе. В связи
с этим существует большое количество модификаций ЕМ-алгоритма.

4.4 SEM-алгоритм

Как было сказано ранее, классический ЕМ-алгоритм находит не гло-
бальный максимум функции правдоподобия, а локальный, являющийся
ближайшим к начальному приближению, т. е. относится к категории “жад-
ных” алгоритмов. Одним из эффективных способов противодействия этому
свойству является случайная, но целенаправленная “перетасовка” выборки
на каждой итерации. Этот механизм лежит в основе модификации, нося-
щей название SEM-алгоритма (англ. stochastic EM-algorithm).

Предположим, что помимо наблюдаемой случайной величины X за-
дана ненаблюдаемая случайная величина Y, содержащая информацию о
номерах компонент, в соответствии с которыми “генерируются” значения
случайной величины X. То есть при каждом наблюдении j = 1, . . . , n сна-
чала реализуется значение yj ∈ {1, . . . , k} случайной величины Y – номер
компоненты смеси, являющейся распределением случайной величины X
при j-ом наблюдении, а затем только значение xj.

Считаем, что пары значений (xj, yj) являются стохастически незави-
симыми реализациями пары случайных величин (X,Y).

Представим ненаблюдаемую информацию в другой форме, по сути, эк-
вивалентной старой. Будем считать, что каждому наблюдению xj соответ-
ствует вектор −→yj = (y1j, y2j, . . . , ykj), j = 1, . . . , n, где k – число компонент
смеси, n – объем выборки, и

yij =

{
1, если наблюдение xj порождено i-й компонентой смеси,
0, иначе.

В терминах введенных величин y = −→yj = (y1j, y2j, . . . , ykj), j = 1, . . . , n
логарифм полной функции правдоподобия для модели (9) принимает вид

logL(θ;x, y) =
n∑

j=1

k∑
i=1

yij log[piψi(xj; ti)] =

=
k∑

i=1

log pi

n∑
j=1

yij +
k∑

i=1

n∑
j=1

yij logψi(xj; ti). (10)
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Векторы −→yj , j = 1, . . . , n разбивают исходные наблюдения x на k кла-
стеров K1, . . . ,Kk:

x = K1 ∪ . . . ∪ Kk.

Для каждого i = 1, . . . , k во множество Ki входят те наблюдения xj, ко-
торым соответствует yij = 1, причем Ki ∩ Kj = ∅ при i ̸= j. Обозначим
число наблюдений, попавших в кластер Ki, i = 1, . . . , k через νi:

νi =
n∑

j=1

yij.

Ясно, что ν1 + . . .+ νk = n. Продолжая (10), имеем

logL(θ;x, y) =
k∑

i=1

νi log pi +
k∑

i=1

∑
j:xj∈Ki

logψi(xj; ti). (11)

Предположим, что величины yij известны. Cлагаемые в правой ча-
сти (11) зависят от непересекающихся групп параметров, и, следователь-
но, максимизировать функцию правдоподобия по θ можно по каждому из
слагаемых в отдельности. Максимум первого по набору p1 + . . . + pk = 1
согласно методу неопределенных множителей Лагранжа достигается при

p∗i =
νi
n
. (12)

Далее заметим, что∑
j:xj∈Ki

logψi(xj; ti) = log
∏

j:xj∈Ki

ψi(xj; ti) ≡ logLi(ti;Ki),

где Li(ti;Ki) – это функция правдоподобия параметра ti, построенная по
кластеру Ki в предположении, что каждый элемент подвыборки имеет
плотность распределения ψi(x; ti). Положим

t∗i = argmax
t
Li(t;Ki), i = 1, . . . , k. (13)

Таким образом, если мы умеем моделировать величины yij, то оценки
наибольшего правдоподобия параметров принятой модели (9) определяют-
ся соотношениями (12) и (13).
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5. Выбор начального приближения EM-алгоритма

Скорость сходимости и точность полученного решения для EM-алгоритма
и его модификаций сильно зависит от того, из какой точки стартует ите-
рационный процесс. На практике время, потраченное на поиск хорошего
начального приближения, может оказаться незначительно малым по срав-
нению со временем, сэкономленным за счет уменьшения числа итераций.

Предположим, что параметры смеси (сдвига, масштаба или веса ком-
понент) задают последовательность ξ1, . . . , ξn одинаково распределенных
случайных величин, имеющих нормальное распределение c известными па-
раметрами: ξi ∼ N(a, σ2). Будем считать, что случайные величины в по-
следовательности зависимы и известен коэффициент корреляции между
соседними c.в. α = corr(ξi, ξi−1). Рассмотрим две соседние эпохи и обо-
значим соответствующие параметры смеси через ξ1 и ξ2. Нас интересует
вероятность того, что разброс значений параметров на соседних эпохах
окажется больше заданного x:

P(|ξ2 − ξ1| > x).

Обозначим η = ξ2 − ξ1. Случайная величина η представляет собой
нормально распределенную с.в. с параметрами ã и σ̃2, где

ã = Eη = E(ξ2 − ξ1) = Eξ2 − Eξ1 = a− a = 0,

σ̃2 = Dη = D(ξ2−ξ1) = Dξ2+Dξ1−2cov(ξ1, ξ2) = σ2+σ2−2ασσ = 2(1−α)σ2.
Тогда искомую вероятность отклонения можно выразить через ф.р.

стандартного нормального закона:

P(|ξ2 − ξ1| > x) = P(|η| > x) = P(η > x) + P(η < −x) =

= 1− Φ

(
x− ã

σ̃

)
+ Φ

(
−x− ã

σ̃

)
= 2− 2Φ

(
x√

2(1− α)σ

)
Теперь предположим, что в качестве начального приближения мы бе-

рем не значение параметра с предыдущей эпохи, а фиксированное значе-
ние, например, математическое ожидание Eξ1 = a. Найдем разброс в этом
случае:

P(|ξ2 − a| > x) = {ξ2 − a ∼ N(0, σ2)} = 2− 2Φ
(x
σ

)
.

Иными словами, разность параметров в первом случае представляет
собой нормальную с.в. с нулевым математическим ожиданием и дисперсией
2(1− α)σ2, а во втором с дисперсией σ2.
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Утверждение. Пусть параметры смеси задают последовательность
ξ1, . . . , ξn одинаково распределенных случайных величин, ξi ∼ N(a, σ2).
Рассмотрим две соседние эпохи и обозначим соответствующие парамет-
ры смеси через ξ1 и ξ2. Если коэффициент корреляции между c.в. α =
corr(ξ1, ξ2) ≥ 0.5, то D(|ξ2 − ξ1|) ≤ D(|ξ2 − a|).

Замечание. При положительном коэффициенте корреляции α > 0.5
предпочтительнее использование значения с предыдущей эпохи в качестве
начального приближения.

6. SEM-алгоритм с начальным приближением с
предыдущей эпохи

Вернемся к задаче определения точек привязки. Напомним, что нам
удалось разбить весь массив данных на эпохи, содержащие по одному дви-
жению.

Благодаря внешнему сигналу акселерометра нам известна окрест-
ность, в которой нужно искать опорную точку. “Отступив” от нее на некото-
рый интервал влево, мы гарантированно окажемся на участке покоя. Хотя
плотность можно было бы оценивать по всей эпохе с самого ее начала, мы
ограничим “обучающую выборку”, отобрав только наблюдения, ближайшие
к моменту начала движения.

Аналогичную процедуру проделаем для оценки плотности сигнала на
участке движения с тем лишь отличием, что отступ берется вправо.

Далее распределение приращений миограммы на участках покоя и
движения были аппроксимированы сдвиг-масштабными смесями нормаль-
ных законов.

В данной версии SEM-алгоритма мы будем использовать другую “точ-
ку входа” в итерационный процесс, а именно E-этап. В качестве начальных
приближений параметров pi, ai и σi будем брать оценки, полученные на вы-
ходе SEM-алгоритма на предыдущей эпохе (для всех эпох, кроме первой;
для нее по-прежнему начинаем с S-этапа).

6.1 Поиск точек привязки

Итак, мы получили оценки плотности на участках покоя и движения
(в обозначениях (1) это f∞(x) и f0(x) соответственно), и все готово для
решения задачи разладки. Используя соотношение (2), вычислим значе-
ния Tn. За искомый момент разладки примем момент первого пересечения
статистики Tn с нулем, если идти справа (рис. 4).

На рисунке 5 показан исходный сигнал с расставленными опорными
точками.
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Рис. 4: Поиск момента разладки: приращения миограммы и график статистики Tn

Рис. 5: Миограмма с найденными точками привязки

В данной статье предложена модификация EM-алгоритма, учитываю-
щая особенности циклических нестационарных сигналов. Благодаря выбо-
ру начального приближения удалось значительно увеличить скорость схо-
димости итерационного процесса. Данный алгоритм применялся к зада-
че расстановки опорных точек по сигналу миограммы, играющей важную
роль в локализации первичной моторной коры головного мозга.

В качестве математической модели сигнала миограммы были исполь-
зованы конечные сдвиг-масштабные смеси нормальных распределений.

Математический аппарат смесей вероятностных законов может ока-
заться удобным инструментом для дальнейшего решения актуальных за-
дач в важных областях современной медицины.
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Abstract. Often, in data analysis applications, it is necessary to process cyclic signals. For
example, when examining an organism, a large number of various biosignals are recorded.
Existing methods allow to efficiently process low-noise non-stationary signals. Biosignals
already are complex because they have a low signal-to-noise ratio. This paper proposes a
new method based on a combination of CUSUM-statistics and a stochastic EM-algorithm for
separating mixtures of probability distributions. It shows the high accuracy of detecting the
moment of disorder in the signal. A new method is used to study the activity of the brain.
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Аннотация. В статье рассматривается неклассическая задача теории массового об-
служивания. На прямой возникают вызовы и для их обслуживания имеется n стан-
ций. Вызов поступает на ближайшую к нему станцию. Время обслуживания вызова
есть некоторая возрастающая функция, зависящая от расстояния между вызовом и
станцией. Требуется так расположить станции, чтобы минимизировать время об-
служивания появляющихся вызовов. Найти оптимальные размещения станций для
задач подобного рода удается лишь в исключительных ситуациях. Но можно полу-
чить удовлетворительное для практики асимптотическое решение задачи. В статье
приведен алгоритм построения асимптотически оптимальных второго порядка раз-
мещений для семейства критериев оптимальности с вещественным положительным
параметром.
Ключевые слова: оптимальное размещение; станция обслуживания; зона влияния;
критерий оптимальности.

1. Введение

Интерес к задачам размещения станций обслуживания вызван в большей
степени практической потребностью оптимального распределения ограни-
ченных ресурсов. Исследования этой задачи для нахождения наилучших
размещений на различных областях проведены, например, в [1], [2], [3], [4].

Наиболее весомый прогресс на сегодняшний день достигнут в задачах
размещения станций обслуживания на вещественной прямой и ее отрезках.
Примером практического применения размещений на одномерном множе-
стве является, например, расстановка автосервисов на магистралях,
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а также выбор расположений ремонтных станций вдоль нефте- и газопро-
водов.

В данной статье приводятся теоретические выкладки, а также постро-
енный на их основе алгоритм размещения станций обслуживания, обеспе-
чивающий эффективное расположение станций (т.н. асимптотически оп-
тимальное второго порядка размещение) для семейства критериев опти-
мальности. В качестве фундаментального факта использовано необходи-
мое условие оптимального размещения на отрезке, полученное в работе [1]
и развитое в [5]. В статье обобщен результат, полученный в [6], на случай
вещественного положительного критериального параметра.

2. Постановка задачи
В пространстве возникают вызовы и для их обслуживания имеется

n станций. Вызов поступает на ближайшую к нему станцию. Время об-
служивания вызова есть некоторая возрастающая функция, зависящая от
расстояния между вызовом и станцией. Требуется так расположить стан-
ции, чтобы минимизировать время обслуживания появляющихся вызовов.

• Задача поиска оптимального размещения состоит в нахождении такого
расположения заданного количества станций, при котором достигает-
ся минимум среднего времени обслуживания.

• Задача поиска асимптотически оптимального размещения состоит в
указании такого алгоритма расположения произвольного числа стан-
ций, чтобы при его увеличении качество размещения стремилось к
идеальному.

Определение 1. Размещением n станций в пространстве назовем множе-
ство {x1, . . . , xn} точек пространства, в которых эти станции расположены.

Обозначать размещение станций будем символом x, то есть x =
{x1, . . . , xn}. Станцию обслуживания и точку пространства, где она рас-
положена, будем обозначать одним и тем же символом.
Определение 2. Зоной влияния станции xi назовем множество Ci тех то-
чек пространства R, для которых эта станция является ближайшей, т.е.

Ci = {v ∈ R : |v − xi| 6 |v − xj|, j = 1, n}.

Точка ξ пространства R, из которой поступает вызов, является слу-
чайной величиной с плотностью распределения ρ. Станции обслуживают
вызовы только из своих зон влияния. Для оценивания оптимальности рас-
положения этих станций задан критерий φ:

φ(x) = E min
16i6n

|ξ − xi|s, s > 0.
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Определение 3. Размещение x∗ = {x∗1, . . . , x∗n} называется оптимальным
по критерию φ среди размещений x = {x1, . . . , xn}, если

φ(x∗) = min
x

φ(x).

Определение 4. Пусть φ – некоторый критерий для размещений. Разме-
щение x = {x1, . . . , xn} называется асимптотически оптимальным порядка
k, если

lim
n→∞

(φ(x∗)− φ(x))ns+k−1 = 0,

где x∗ = {x∗1, . . . , x∗n} – оптимальное размещение по критерию φ.

3. Асимптотически оптимальные второго порядка
размещения на прямой

Теорема 1. Пусть [d1, dn+1] – носитель плотности распределения
вызовов ρ, положительной и непрерывно дифференцируемой ŝ = ⌈s⌉ чис-
ло раз, ⌈s⌉ – целая часть числа s > 0. Тогда для всякого оптимального
размещения x∗ = {x∗1, . . . , x∗n} и критериального параметра s выполняют-
ся соотношения:

x∗i = di +
1

2
∆i + o(∆i), i = 1, n,

где [di, di+1] – зона влияния станции x∗i , ∆i = di+1 − di .
Доказательство. Рассмотрим произвольную станцию x∗i . В соответ-

ствии с необходимым условием оптимального размещения для произволь-
ного параметра s > 0 имеет место равенство:

x∗
i∫

di

ρ(u)(x∗i − u)s−1 du =

di+1∫
x∗
i

ρ(u)(u− x∗i )
s−1 du. (1)

Обозначим f(u) = ρ(u)(x∗i − u)s−1, g(u) = ρ(u)(u− x∗i )
s−1. Выполним про-

цедуру отделения от точки x∗i для левой части (1):
x∗
i∫

di

f(u)du =

x∗
i−ε∫

di

f(u)du+

x∗
i∫

x∗
i−ε

f(u)du. (2)

При этом ε = ε(n) > 0 выберем таким, что x∗i −di−ε > 0, di+1−x∗i −ε > 0
и

lim
n→∞

ε

min{(x∗i − di), (di+1 − x∗i )}
= 0.
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Тогда второй интеграл из правой части равенства (2) по теореме о среднем
можно представить в следующем виде:

x∗
i∫

x∗
i−ε

f(u)du = ρ(ξ)

x∗
i∫

x∗
i−ε

(x∗i − u)s−1du = o(x∗i − di)
s, ξ ∈ [x∗i − ε, x∗i ].

Проделав аналогичные действия с правой частью (1) и получив соотноше-
ние

x∗
i+ε∫

x∗
i

g(u)du = o(di+1 − x∗i )
s,

представим необходимое условие оптимальности (1) в виде
x∗
i−ε∫

di

ρ(u)(x∗i − u)s−1 du =

di+1∫
x∗
i+ε

ρ(u)(u− x∗i )
s−1 du+ o(∆s

i ), (3)

учитывая неравенства x∗i − di < ∆i, di+1 − x∗i < ∆i.
Так как ρ и ∆i положительны, то из (1) по теореме о среднем следует, что
x∗i ̸= di и x∗i ̸= di+1. Таким образом, в этих точках существуют первые ŝ
производных функций f и g. Далее, выполнив разложение функции f в
левой части (2) по формуле Тейлора в точке di и учитывая, что

x∗
i−ε∫
di

(u− di)
k du =

(x∗i − di − ε)k+1

k + 1
,

имеем
x∗
i−ε∫

di

f(u)du = f(di)(x
∗
i − di − ε) + f ′(di)

(x∗i − di − ε)2

2!
+ · · ·

· · ·+ f (ŝ−1)(di)
(x∗i − di − ε)ŝ

ŝ!
+ o(x∗i − di)

ŝ.

Отсюда, поскольку при сделанных предположениях верно соотношение

f (k)(di)(x
∗
i − di − ε)k+1 = ρ(di)(x

∗
i − di)

s(−1)k(s− 1) · · · (s− k) + o(∆s
i )

для k = 1, . . . , ŝ− 1, получим равенство
x∗
i−ε∫

di

f(u)du = ρ(di)(x
∗
i − di)

s

(
1− s− 1

2!
+ . . .

. . .+ (−1)ŝ−1 (s− 1) · · · (s− (ŝ− 1))

ŝ!

)
+ o(∆s

i ).
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Аналогично раскладывая функцию g в ряд Тейлора в точке di+1 и пользу-
ясь тем, что

di+1∫
x∗
i+ε

(u− di+1)
k du =

(−1)k(di+1 − x∗i − ε)k+1

k + 1
,

получим соотношение

di+1∫
x∗
i+ε

g(u)du = ρ(di+1)(di+1 − x∗i )
s

(
1− s− 1

2!
+ . . .

. . .+ (−1)ŝ−1 (s− 1) · · · (s− (ŝ− 1))

ŝ!

)
+ o(∆s

i ).

Для наглядности дальнейших выкладок обозначим a = x∗i − di, b = di+1 −
x∗i . В этих обозначениях ∆i = di+1 − di = a + b. Тогда из (2) с учетом
полученных разложений следует, что

ρ(di)a
s = ρ(di+1)b

s + o(∆s
i ).

По формуле конечных приращений ρ(di+1) = ρ(di)+ρ′(ξ)∆i , ξ ∈ (di, di+1),
поэтому

as − bs = o(∆s
i ). (4)

Преобразуем левую часть равенства (4):

as − bs = (a+ b)s
[(

1− b

a+ b

)s

−
(
1− a

a+ b

)s]
,

Воспользуемся разложением в ряд Маклорена бинома

(1 + x)r =
∞∑
k=0

(
r

k

)
xk = 1 + rx+ · · ·+ r(r − 1) · · · (r − k + 1)

k!
xk + . . . ,

которое справедливо при |x| < 1, r > 0. Полагая r = s, а x – равным
последовательно − b

a+b и − a
a+b , получим разложение

as − bs = (a− b)
∞∑
k=1

Ak,

где

Ak = (−1)k+1s(s− 1) · · · (s− k + 1)

k!

ak−1 + · · ·+ bk−1

(a+ b)k
.
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Очевидно, lim
k→∞

Ak = 0. При этом отношение∣∣∣∣Ak+1

Ak

∣∣∣∣ = |s− k|(ak + · · ·+ bk)

(k + 1)(a+ b)(ak−1 + · · ·+ bk−1)

меньше 1 при k > max{ŝ, 2}. Это значит, что ряд
∑∞

k=1Ak представляет
собой сумму конечного числа слагаемых порядка O(∆−1

i ) и ряда Лейбни-
ца. Так как сумму последнего можно оценить первым членом, имеющим
порядок O(∆−1

i ), получаем

as − bs = (a− b)(a+ b)sO(∆−1
i ) = (a− b)O(∆s−1

i ).

Используя результат (4), можем заключить, что a − b = o(∆i). Таким об-
разом

(x∗i − di)− (di+1 − x∗i ) = o(∆i)

и

x∗i = di +
1

2
∆i + o(∆i).

Последнее равенство верно для всех i = 1, n. Теорема доказана.
Теорема 2. Если плотность ρ имеет непрерывную вторую про-

изводную, то для всякой последовательности оптимальных размещений
{x∗} выполнено неравенство

lim inf
n→∞

ns+1

(
φ(x∗)− 1

(s+ 1)(2n)s
∥ρ∥
)

> 0, ∥ρ∥ =

(∫
p1/(s+1)(u)du

)s+1

.

Доказательство. Верно соотношение

φ(x∗) =
n∑

i=1

∫
∆i

|u− x∗i |sρ(u)du =

=
n∑

i=1

∫
∆i

|u− x∗i |s (ρ(x∗i ) + ρ′(x∗i )(u− x∗i )) du+ o(∆s+2
i ) =

=
n∑

i=1

1

s+ 1
ρ(x∗i )

(
(x∗i − di)

s+1 + (di+1 − x∗i )
s+1
)
+

+
n∑

i=1

1

s+ 2
ρ′(x∗i )

(
−(x∗i − di)

s+2 + (di+1 − x∗i )
s+2
)
+

n∑
i=1

o(∆s+2
i ).

Упростим это равенство, воспользовавшись теоремой 1:

φ(x∗) =
1

(s+ 1)2s

n∑
i=1

(
ρ(x∗i )∆

s+1
i + o(∆s+2

i )
)
.
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Используя неравенство
n∑

i=1

xs+1
i > n−s

(
n∑

i=1

xi

)s+1

, получим

φ(x∗) > 1

(s+ 1)2s

(
n∑

i=1

ρ1/(s+1)(x∗i )∆i

)s+1

n−s + o

(
1

ns+1

)
.

Отсюда следует

lim inf
n→∞

ns+1

(
φ(x∗)− 1

(s+ 1)(2n)s
∥ρ∥
)

> 0,

что завершает доказательство теоремы 2.
Алгоритм построения асимптотически оптимального размещения
станций обслуживания.
Для удобства будем обозначать одним символом и множество, и его дли-
ну. Итак, введем обозначения: G – исходный отрезок, M = max

G
ρ(u),

m = min
G

ρ(u). Выберем также числа a и b таким образом, чтобы выполня-
лись условия 0.5 < a 6 b < 1, 3a− b > 1. Например, a = 0.6, b = 0.7.

Далее разобьем отрезок G на непересекающиеся множества Gi,
i = 1, κ, κ = [nb] так, чтобы выполнялись неравенства

Gi 6
G

na
, Gi >

M 1/(s+1)G

m1/(s+1)n
, i = 1, κ. (5)

Отметим также, что числа ni , определяемые соотношениями

ni =

∫
Gi

ρ1/(s+1)(u)du∫
G

ρ1/(s+1)(u)du
n, i = 1, κ, (6)

должны быть натуральными.
Последнего условия можно добиться, выбрав число n достаточно боль-

шим, в силу непрерывности интеграла и условия
∑κ

i=1 ni = n. Заметим, что
при этом ni > 1 для i = 1, κ. Далее, каждое Gi делим на ni равных отрезков
∆i и помещаем ni станций в их центры. Таким образом, для возрастающей
последовательности значений n, алгоритм позволяет получить последова-
тельность асимптотически оптимальных размещений второго порядка.

Теорема 3. Построенная последовательность размещений явля-
ется асимптотически оптимальной второго порядка.

Доказательство. Оценим сверху значение критерия φ на данном раз-
мещении x = {x1, . . . , xn} :

φ(x) =

∫
min
16i6n

|u− xi|sρ(u)du 6
κ∑

i=1

∫
Gi

min
16j6ni

|u− xj|sρ(u)du. (7)
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Разложим ρ на отрезке Gi по формуле Тейлора относительно середины vi:

ρ(u) = ρ(vi) + ρ′(vi)(u− vi) +O(G2
i ) = ρ̄(u) +O(G2

i ).

Тогда слагаемые в (6) будут иметь следующий вид:∫
Gi

min
16j6ni

|u− xj|sρ(u)du =

ni∑
j=1

∫
∆j

|u− xj|s
(
ρ̄(u) +O(G2

i )
)
du =

=

ni∑
j=1

∫
∆j

|u− xj|sρ̄(u)du+O(G2
i )

ni∑
j=1

∆s+1
j

(s+ 1) 2s
=

=

ni∑
j=1

∫
∆j

|u− xj|sρ̄(u)du+
ni∆

s+1
j O(G2

i )

(s+ 1) 2s
.

Последнее равенство верно в силу того, что ∆j для j = 1, ni равны между
собой. Подставляя ∆j = Gi/ni и внося константы под знак O, получаем:

ni∆
s+1
j O(G2

i )

(s+ 1) 2s
= O

(
Gs+3

i

ns
i

)
.

Ввиду линейности ρ̄(u) на множестве ∆j она представима как ρ̄(u) =
ρ̄(xj) + ρ′(vi)(u− xj), поэтому

ni∑
j=1

∫
∆j

|u− xj|s ρ̄(u) du =

ni∑
j=1

∫
∆j

|u− xj|s (ρ̄(xj) + ρ′(vi)(u− xj)) du =

=

ni∑
j=1

∆s+1
j

(s+ 1) 2s
ρ̄(xj) =

1

(s+ 1) 2s
Gs+1

i n
−(s+1)
i

ni∑
j=1

ρ̄(xj) =

=
1

(s+ 1) 2s
Gs+1

i n−s
i ρ(vi).

Таким образом, подставляя полученные результаты в (6), получаем:

φ(x) 6 1

(s+ 1) 2s

κ∑
i=1

Gs+1
i n−s

i ρ(vi) +
κ∑

i=1

O

(
Gs+3

i

ns
i

)
. (8)

Оценим второе слагаемое этого неравенства, используя (5):
κ∑

i=1

O

(
Gs+3

i

ns
i

)
6

6
(
max
16i6κ

Gi

)2

n−s
κ∑

i=1

Gs+1
i

∫
Gi

ρ1/(s+1)(u)du

−s∫
G

ρ1/(s+1)(u)du

s

.
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Из того, что ρ(u) > m на всем отрезке G, следует:∫
Gi

ρ1/(s+1)(u)du

−s

6 1

Gs
i m

s/(s+1)
.

В силу полученного и (4), верхняя оценка для правой части (8) равна

G2

n2a ns

∫
G

ρ1/(s+1)(u)du

s
κ∑

i=1

Gi

ms/(s+1)
=

G2

n2a ns

∫
G

ρ1/2(u)du

s

G

ms/(s+1)
.

Поскольку в последнем выражении G, m и интеграл являются константа-
ми, а параметр a удовлетворяет условию a > 0.5, получаем:

κ∑
i=1

O

(
Gs+3

i

ns
i

)
= o

(
1

ns+1

)
.

Далее оценим первое слагаемое в неравенстве (7), снова используя (5):

1

(s+ 1) 2s

κ∑
i=1

Gs+1
i n−s

i ρ(vi) =

=
1

(s+ 1) 2s

∫
G

ρ1/(s+1)(u)du

s
κ∑

i=1

Gs+1
i ρ(vi)

ns

(∫
Gi

ρ1/(s+1)(u)du

)s =

=
1

(s+ 1) (2n)s

∫
G

ρ1/(s+1)(u)du

s
κ∑

i=1

ρ1/(s+1)(vi)Gi

 ρ1/(s+1)(vi)Gi∫
Gi

ρ1/(s+1)(u)du


s

.

Для знаменателя последней скобки по формуле численного интегрирова-
ния методом прямоугольников имеем:∫

Gi

ρ1/(s+1)(v)dv = Gi ρ
1/(s+1)(vi) +O(G3

i ).

Подставляя полученную сумму в знаменатель и выполняя сокращение на

числитель, получаем дробь
1

1 +O(G2
i )

, которая при Gi → 0 ведет себя

эквивалентно 1−O(G2
i ). Таким образом,

1

(s+ 1) 2s

κ∑
i=1

Gs+1
i n−s

i ρ(vi) =
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=
1

(s+ 1) (2n)s

∫
G

ρ1/(s+1)(u)du

s
κ∑

i=1

ρ1/(s+1)(vi)Gi

(
1 +O(G2

i )
)s
.

Из (4) известно, что G2
i 6 G

n2a = o
(
1
n

)
, поскольку a > 0.5, поэтому верно:(

1 +O(G2
i )
)s

= 1 + sO(G2
i ) + · · · = 1 + o

(
1

n

)
.

Далее, используя формулу подсчета интегралов методом прямоугольников,
получим
κ∑

i=1

ρ1/(s+1)(vi)Gi =

∫
G

ρ1/(s+1)(v)dv+O

(
κ∑

i=1

G3
i

)
=

∫
G

ρ1/(s+1)(v)dv+o

(
1

n

)
,

поскольку, учитывая условие 3a− b > 1,
κ∑

i=1

G3
i 6

κ∑
i=1

G3

n3a
=

G3

n3a−b
= o

(
1

n

)
.

Следовательно, верхняя оценка критерия φ(x) имеет следующий вид:

φ(x) 6 1

(s+ 1) (2n)s

∫
G

ρ1/(s+1)(u)du

s+1

+ o

(
1

ns+1

)
=

=
1

(s+ 1) (2n)s
∥ρ∥+ o

(
1

ns+1

)
.

Сопоставляя полученный результат с результатом теоремы (2), полу-
чим утверждение теоремы.

Заключение

В данной работе представлен алгоритм размещения станций обслу-
живания на отрезке, а также доказана асимптотическая второго порядка
оптимальность этого алгоритма. Полученные результаты являются обоб-
щением известных ранее аналогичных результатов для критерия с пара-
метром s ∈ N. Это обобщение нацелено на повышение гибкости подхода
к решению рассмотренной в работе задачи. В частности, появилась воз-
можность строить описанные размещения при s < 1, то есть эффективно
обрабатывать области с высокой концентрацией вызовов.
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Asymptotically optimal arrangement
of service stations on straight line

T.V. Zakharova1, I.M. Menshikh2
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119991, Moscow, GSP-1, Leninskie Gory, Moscow State University, Faculty of Computational
Mathematics and Cybernetics; Institute for Informatics Problems of FRC IC RAS; e-mail:
lsa@cs.msu.ru
2Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics of Moscow State University

Abstract. The article deals with the neoclassical problem of queueing theory. Calls emerge
on straight line and there are n stations to service them. The call goes to the nearest station.
Call service time is some increasing function depending on the distance between the call and
the station. It is necessary to arrange the stations in such a way to minimize the service time
of incoming calls. It is possible to find optimal station arrangement for tasks of this kind only
in exceptional situations. However, it is possible to obtain satisfactory for practice solution
of the problem. The article presents an algorithm for constructing asymptotically optimal
second-order arrangements for a family of optimality criteria with a real positive parameter.
Key words: optimal arrangement; service station; zone of influence; optimality criterion.
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Аннотация. В статье изучены возможные подходы к кластеризации крупных го-
родских школ РФ по результатам их образовательной деятельности. Исследовано,
насколько попадание школы в тот или иной кластер обусловлено рядом объективных
условий, в которых функционируют школы. Выявлены значимые показатели условий,
влияющие на результаты ЕГЭ в школах. Показано, что исследуемых показателей
условий работы школ недостаточно для правильной кластеризации школ по агрегиро-
ванным показателям ЕГЭ.
Ключевые слова: классификация, кластерный анализ, многомерный дисперсионный
анализ, оценки параметров, дискриминантный анализ.

1. Введение

К оценке работы государственных общеобразовательных школ Рос-
сии можно подходить с разных позиций и использовать при этом раз-
ные критерии и показатели. Это актуальная задача не только для орга-
нов образования, но и для всех, кто так или иначе вовлечён в образова-
ние, включая учащихся, их родителей, работодателей, университеты, ор-
ганы государственной власти. Однако, при решении задачи оценки обра-
зовательной деятельности и выработке рекомендаций и государственной
политики в этой области необходимо учитывать значительную неоднород-
ность государственных школ страны. В России по данным на начало 2017
года насчитывалось чуть более 40 тысяч государственных общеобразова-
тельных школ. Обследование этих школ в начале 2017 г. в рамках про-
граммы Национального исследования качества образования (НИКО) [1]
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показало, что эти школы распадаются по объективным характеристикам
на несколько укрупнённых групп. В табл. 1 приведено распределение го-
родских и сельских школ в стране и обучающихся в них.

Таблица 1. Государственные городские и сельские школы РФ и
обучающиеся в них

Тип школы Число школ % школ Обучающихся % обучающихся
Городские 14957 37% 10564297 72%
Сельские 25689 63% 4103541 28%
Всего 40646 100% 14667838 100%

Из таблицы 1 видно, что хотя процент городских школ в стране менее
40%, но обучается в них 72% всех учащихся. Однако, и городские школы
далеко неоднородны. Среди них есть заметная доля школ, которые не име-
ют старшей школы, а также есть школы, в которых число обучающихся
в 10-11 классах малочисленно. По этим школам трудно или невозможно
судить об итоговом уровне подготовки учащихся, так как результаты эк-
заменов в 9-м классе (ОГЭ) не сопоставимы в разных регионах страны, а
результаты учащихся по ЕГЭ могут быть неустойчивыми и не вполне объ-
ективно отражают положение дел. В настоящей работе будут рассмотрены
9544 городские школы страны, в которых, как правило, есть не менее двух
выпускных девятых классов и достаточное число учащихся в 10-11-м клас-
сах. В подобных школах обучается 55% всех учащихся страны. В работе
будут рассмотрены агрегированные показатели ЕГЭ по русскому языку и
профильной математике за 2016 год в указанных школах, исследованы раз-
личные возможные подходы к кластеризации школ по их агрегированным
показателям и изучено возможное влияние ряда объективных условий на
уровень подготовки учащихся по русскому языку и профильной математи-
ке.

2. Данные исследования

С учётом заметной разнородности школ, в настоящем исследовании
мы рассмотрим только большие городские государственные школы стра-
ны, имеющие выпуск в 11-м классе. Такой выбор обусловлен рядом сообра-
жений. Во-первых, мы изначально хотим заметно уменьшить объективную
неоднородность условий, в которых находятся школы. Во-вторых, отно-
сительно надёжными объективными для всех школ показателями обра-
зовательной деятельности являются лишь результаты ЕГЭ. (Заметим, что
ОГЭ-экзамены, которые сдают учащиеся в 9-м классе, находятся в ведении
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субъектов федерации, и каждый регион России имеет право формировать
собственные критерии оценивания учащихся. То есть результаты ОГЭ по
школам разных регионов просто несопоставимы между собой.) В-третьих,
судить об уровне образования в школе по малому количеству выпускников
старших классов нам не представляется возможным, так как такие пока-
затели подвержены высокой доле случайной изменчивости.

Исходя из этих принципов, для исследования были отобраны город-
ские не малокомплектные школы, в которых есть хотя бы один 11-й класс и
число выпускников 9-го класса не меньше 33, и по которым есть данные по
ЕГЭ по русскому языку и математике. В подавляющем большинстве этих
школ не менее двух девятых классов. Согласно многолетним статистиче-
ским наблюдениям, в среднем примерно половина выпускников девятого
класса продолжают обучение в старшей школе. При этом в специализиро-
ванных школах эта доля заметно выше.

В ходе обследования всех государственных школ страны по проекту
НИКО в 2017 году была собрана информация, охватывающая многие сто-
роны функционирования школы. В частности, фиксировались:

- численность населения города, в котором находится школа;

- процент обучающихся с неродным русским языком;

- количество обучающихся в каждой параллели классов;

- число учителей в школе;

- число учителей-предметников;

- есть ли в названии школ слова «лицей», «гимназия», «школа с углуб-
ленным изучением каких-либо предметов»;

- другие показатели условий работы школы, включая транспортную до-
ступность населённого пункта и многое другое.

Однако считать собранную информацию исчерпывающей нельзя. Ска-
жем, мы не видим по собранным данным, находится ли школа в неблаго-
получном районе города или нет. Последнее обстоятельство может очень
существенно влиять на показатели её образовательной деятельности даже
в крупных городах страны. По части указанных значимых средних показа-
телей уровня подготовки учащихся в дальнейшем проводилась агрегация.
О ней более подробно сказано в разделе 4.
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3. Подходы к кластеризации школ по итогам образовательной
деятельности

Практически единственной сопоставимой информацией, если говорить
о результатах образовательной деятельности по всем рассматриваемым шко-
лам, являются результаты обязательных экзаменов ЕГЭ по русскому языку
и математике. В полном виде эта информация описывается распределением
баллов по каждому из этих предметов. В работе [2] описана задача класте-
ризации регионов РФ по распределениям баллов ЕГЭ. Там, в частности,
отмечалось, что обращение ко всему не агрегированному распределению
является явно избыточным, так как содержательно нет принципиального
различия между близкими баллами ЕГЭ, и предлагалось рассматривать
агрегированные распределения. С другой стороны, в министерстве обра-
зования РФ и Рособрнадзоре часто для сравнительного анализа регионов
предлагают опираться только на средние баллы региона по предмету.

В настоящей работе будет дан сравнительный анализ результатов двух
подходов к кластеризации. В первом подходе каждая школа будет описы-
ваться только своими средними баллами ЕГЭ по русскому языку и мате-
матике, а во втором будут использованы такие обобщённые, высоко устой-
чивые к случайным колебаниям характеристики распределений баллов по
каждому из предметов, как нижняя квартиль, медиана и верхняя квар-
тиль. В обоих случаях для кластеризации школ будет использован метод
k-средних. Кластеризации проводилась в пакете SPSS [3].

3.1. Кластеризация школ по средним баллам ЕГЭ по русскому
языку и профильной математике

При кластеризации школ по показателям средних баллов ЕГЭ за 2016
год по русскому языку и профильной математике было выделено шесть
кластеров. Центры этих кластеров представлены в табл. 2.

Таблица 2. Центры кластеров

Кластер
Средний балл ЕГЭ 1 2 3 4 5 6
Русский язык 79,53 74,53 72,91 65,57 64,81 54,57
Математика (профильная) 63,33 53,38 43,55 47,63 36,64 28,43

Номера кластеров проставлены в порядке убывания суммы баллов по
русскому языку и профильной математике для центра кластера.

В табл. 3 представлено распределение школ и обучающихся в них по
указанным кластерам.
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Таблица 3. Число школ и число обучающихся в них школьников в
каждом кластере и их проценты

Кластер
1 2 3 4 5 6 Всего

Число школ 1043 2510 2007 1623 1837 524 9544
% школ 10,93% 26,30% 21,03% 17,01% 19,25% 5,49% 100%
Число учащихся 948158 2317794 1727017 1326384 1376733 372648 8068734
% школьников 11,75% 28,73% 21,40% 16,44% 17,06% 4,62% 100%

Графически разброс средних показателей школ в каждом из класте-
ров можно представить переходя к сумме средних баллов ЕГЭ по русскому
языку и профильной математике (см. рис. 1). Именно суммы баллов вы-
пускников по предметам учитываются при приеме в вузы. При этом по
большинству естественно-научных, инженерно-технических и социально-
управленческих специальностей суммы баллов ЕГЭ по русскому языку и
профильной математике являются составной частью конкурсного балла.
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Рис. 1. Ящики с усами для суммарного балла ЕГЭ по русскому языку и профильной
математике при классификации по средним баллам

Из рис. 1 видно, что разброс сумм баллов внутри кластеров 2–5 неве-
лик и только в первом и шестом кластере есть школы заметно отличаю-
щиеся от остальных в своём кластере. На наш взгляд, учитывая, что меж-
квартильный размах средних в этих кластерах не велик (то есть основная
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масса школ в этих кластерах достаточно однородна), нет необходимости
вводить дополнительные кластеры для этих выделяющихся школ, так как
число объектов в этих дополнительных кластерах будет мало. Также обра-
тим внимание на то, что хотя с точки зрения суммы средних баллов ЕГЭ
кластеры 3 и 4 кажутся практически одинаковыми, однако, из таблицы 2
хорошо видно, что центры этих кластеров заметно отличаются.

3.2. Кластеризация школ по базовым характеристикам
распределений баллов ЕГЭ по русскому языку и профильной

математике

В качестве обобщённых базовых характеристик распределений баллов
ЕГЭ по каждому из предметов мы рассматриваем три показателя: нижнюю
и верхнюю квартили распределений и их медиану. Таким образом, каж-
дая школа получает шесть параметров, которые будут учитываться в этой
кластеризации. Для удобства сравнения двух подходов к выбору характе-
ристик объектов приведём ниже результаты, полученные при выделении
шести кластеров. Центры этих кластеров представлены в табл. 4.

Таблица 4. Центры кластеров при кластеризации по базовым
характеристикам распределения баллов ЕГЭ по русскому языку и

профильной математике

Кластер
Параметры центра кластера 1 2 3 4 5 6
Русский язык (нижняя квартиль) 72 66 65 57 58 47
Русский язык (медиана) 80 74 73 65 66 56
Русский язык (верхняя квартиль) 88 84 83 73 74 65
Математика (нижняя квартиль) 53 41 31 35 26 20
Математика (медиана) 67 55 43 47 36 28
Математика (верхняя квартиль) 75 68 58 61 47 38

Распределение школ по кластерам при подобной методике классифи-
кации указано в табл. 5, где кластеры так же как и при кластеризации
по средним значениям упорядочены по уровню подготовки учащихся по
указанным предметам.
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Таблица 5. Число наблюдений в каждом кластере

Кластер
1 2 3 4 5 6 Итого

Число наблюдений 1045 2395 1853 1671 1881 699 9544

Сравнение данных табл. 5 и 3 показывает, что по отдельным кластерам
(1, 4, 5) числа объектов в них практически совпадают. Это, конечно, еще
не означает, что в эти кластеры попали одни и те же школы. В кластерах
2, 3, 6 отличие составляет от 100 до 200 школ.
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Рис. 2. Ящики с усами для суммарного балла по русскому языку и математике для
кластеров, полученных при классификации по средним значениям баллов по русскому

языку и математике, и при классификации по медиане и квартилям баллов по
русскому языку и математике.
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На рис. 2 изображена диаграмма «ящик с усами» для суммарного бал-
ла по русскому языку и математике для кластеров, полученных вторым ме-
тодом (классификация по медиане и квартилям баллов по русскому языку
и математике). Для сравнения здесь же изображена такая же диаграмма,
полученная первым методом (классификация по средним баллам по рус-
скому языку и математике). Эти диаграммы принципиально не отличаются
друг от друга.

Сравнение схожих по смыслу характеристик центров кластеров при
кластеризации по средним значениям (таблица 2) и по показателям распре-
делений показывает, что медианный балл по русскому языку в кластерах
практически не отличается от среднего балла по русскому языку. Медиа-
ны же по профильной математике в первом и втором кластере значительно
отличаются от средних в аналогичных кластерах. В остальных кластерах
эти различия не существенны.

Очевидно, что более подробная информация о распределении дает до-
полнительную информацию о дифференциации показателей учеников шко-
лы и более детально и содержательно характеризует каждый из кластеров.
Однако, если отвлечься от детализации, желательно выяснить, удалось
ли получить принципиально иную, более содержательную классификацию
школ, переходя к более подробной информации о показателях её выпускни-
ков? Для ответа на этот вопрос проведён сравнительный анализ этих двух
методик кластеризации.

3.3. Сравнительный анализ двух подходов к кластеризации
школ

Выше были сделаны некоторые общие замечания о схожести резуль-
татов двух разных кластеризаций, включая схожесть кластерных центров
и близость численностей объектов в соответствующих кластерах. Более
детальную информацию о соотношение этих кластеризаций дает анализ
таблицы сопряжённости двух классификаций, представленной в табл. 6.
Составим таблицу сопряжённости и с помощью критерия хи-квадрат про-
верим гипотезу о независимости двух номинальных переменных – номеров
кластеров при кластеризация по средним значениям и номеров кластеров
при кластеризация по медиане и квартилям.
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Таблица 6. Таблица сопряжённости для двух классификаций

Кластер по медиане и квартилям
Кластер по 1 2 3 4 5 6 Всего

средним баллам
Частота 1 958 85 0 0 0 0 1043
% по строке 91,9 8,1 0,0 0,0 0,0 0,0 100
% по столбцу 91,7 3,5 0,0 0,0 0,0 0,0 10,9

2 85 2133 249 43 0 0 2510
3,4 85,0 9,9 1,7 0,0 0,0 100
8,1 89,1 13,4 2,6 0,0 0,0 26,3

3 0 59 1529 116 303 0 2007
0,0 2,9 76,2 5,8 15,1 0,0 100
0,0 2,5 82,5 6,9 16,1 0,0 21,0

4 2 118 55 1377 70 1 1623
0,1 7,3 3,4 84,8 4,3 0,1 100
0,2 4,9 3,0 82,4 3,7 0,1 17,0

5 0 0 20 131 1502 184 1837
0,0 0,0 1,1 7,1 81,8 10,0 100
0,0 0,0 1,1 7,8 79,9 26,3 19,2

6 0 0 0 4 6 514 524
0,0 0,0 0,0 0,8 1,1 98,1 100
0,0 0,0 0,0 0,2 0,3 73,5 5,5

Итого 1045 2395 1853 1671 1881 699 9544
10,9 25,1 19,4 17,5 19,7 7,3 100
100 100 100 100 100 100 100

На диагонали таблицы жирным шрифтом указаны проценты совпаде-
ний при двух классификациях (т.е. отнесение к кластерам с одинаковыми
номерами) по строкам и столбцам. По строкам – это процент наблюде-
ний среди относящихся к соответствующему кластеру первой классифи-
кации, которые попадают в соответствующий кластер по второй класси-
фикации. По столбцам – это процент наблюдений среди относящихся к
соответствующему кластеру второй классификации, которые попадают в
соответствующий кластер первой классификации. Можно считать, что обе
классификации достаточно хорошо совпадают. При этом общий процент
отнесения наблюдений к одному и тому же кластеру при двух классифи-
кациях составляет 84%. Значимый коэффициент сопряжённости Крамера-
Чупрова, используемый в качестве меры связи между двумя признаками,

равен V =

√
χ2

n
√

(r−1)(s−1)
= 0, 823. Здесь r = 6, s = 6 – числа строк и
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столбцов в таблице, χ2 – значение статистики, вычисленной по таблице
сопряжённости, которая при независимости признаков имеет асимптотиче-
ское распределение хи-квадрат с f = (r−1)(s−1) = 25, степенями свободы,
n = 9544 – общее число наблюдений. Критерий хи-квадрат и коэффициент
сопряжённости показывают сильную зависимость двух классификаций.

Схожесть результатов этих кластеризаций можно проиллюстрировать
несколькими примерами. Если рассмотреть самый сильный первый кла-
стер, то почти 92% школ из этого кластера по одной классификации попа-
дает в соответствующий первый кластер по другой кластеризации. Лишь
около 8% школ из этого кластера переходит в чуть более слабый второй
кластер и обратно. Школы, образующие 4-й кластер, совпадают на 82-84%.
А самые заметные изменения происходят в шестом кластере. При класси-
фикации по медиане и квартилям этот кластер фактически формируется
из всех школ шестого кластера по средним и к ним добавляется еще около
170 школ из пятого кластера. То есть классификация по медианам и квар-
тилям дает заметные отличия прежде всего на небольшом количестве школ
с самыми слабыми результатами. Общий процент таких школ составляет
от 5 до 7% при разных классификациях.

Также можно сформировать таблицу для средних значений суммар-
ного балла по двум предметам в каждом кластере каждой из двух класси-
фикаций. Эти данные представлены в табл. 7.

Таблица 7. Средние значения суммарного балла по двум предметам в
каждом кластере каждой из двух классификаций

Номер Число Среднее Среднее Число
кластера наблюдений значение значение наблюдений

для первой суммы баллов суммы баллов для второй
классификации для первой для второй классификации

классификации классификации
1 1043 142,86 142,58 1045
2 2510 127,91 127,86 2395
3 2007 116,45 118,42 1853
4 1623 113,19 112,33 1671
5 1837 101,45 103,62 1881
6 524 83,00 85,94 699

Табл. 7 показывает, что с точки зрения сумм баллов по двум пред-
метам, выделенные кластеры заметно отличаются друг от друга, но эти
суммы остаются практически неизменными при разных методиках класси-
фикации. Можно рассмотреть более детальные и точные классификации,
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при которых количества выбранных кластеров при разных методиках бу-
дут не совпадать, например, 6 и 8 кластеров соответственно. В этом слу-
чае исследование зависимости между двумя номинальными переменными,
характеризующими два метода классификации, также показывает значи-
мую высокую зависимость между этими методами. Поэтому при дальней-
шем исследовании возможных условий, которые предопределяют попада-
ние школ в тот или иной кластер, мы остановимся на более простой клас-
сификации с 6-ю кластерами, основанной на двух переменных – средний
балл по русскому языку и средний балл по математике.

4. Факторы, влияющие на результаты образовательной
деятельности

Как видно из предыдущего раздела, крупные городские школы стра-
ны, в которых обучается более половины всех школьников страны, весьма
неоднородны по агрегированным результатам образовательной деятельно-
сти по русскому языку и математике. В настоящем разделе исследовано
возможное влияние тех или иных условий, в которых работает школа,
на результаты образования. Среди доступных для исследования факто-
ров объективных условий выделены те, которые оказывают значимое вли-
яние на результаты образовательной деятельности. При этом для значи-
мых факторов выявлена их разумная агрегация. Все городские населённые
пункты (переменная V1 ), как показало исследование, целесообразно раз-
бить на три группы: города с населением не более 250 тыс. человек (V1 = 1),
города с населением от 250 тыс. до 500 тыс. человек (V1 = 2) и города с
населением более 500 тыс. человек (V1 = 3). Показатель «обучающиеся
с неродным русским языком» (переменная V2) тоже был разбит на три
категории: в первую попали школы, где процент обучающихся с нерод-
ным русским языком не превышает 20% (V2 = 1), во вторую – процент
неродного русского языка составляет от 20% до 80% (V2 = 2) и в тре-
тью – процент неродного русского языка среди обучающихся превышает
80% (V2 = 3). По численности десятых классов (переменная V3) выделены
два типа школ: школы с одним 10-ым классом (V3 = 0) и школы с более
чем одним десятым классом (V3 = 1). У последних школ есть больше объ-
ективных возможностей проводить более гибкую кадровую политику при
наборе учителей-предметников в старших классах. Кроме того все школы
были разбиты на две группы (переменная V4) – общеобразовательные шко-
лы (ООШ) (V4 = 0) и гимназии и лицеи (V4 = 1). Последнее разбиение
отчасти условно, так как далеко не всегда условия и уровень обучения в
гимназиях и лицеях соответствует требованиям, которые раньше предъ-
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являлись к этому типу образовательных учреждений. В настоящее время
официально упразднено разбиение школ на ООШ, гимназии и лицеи, од-
нако за бывшими названиями гимназий и лицеев на практике обычно сто-
ят более сильные и квалифицированные педагогические коллективы, что
не может не сказываться на результатах обучения. Для каждого из пере-
численных выше показателей были исследованы таблицы сопряжённости
между предложенными в разделе 3 шестью кластерами и соответствующи-
ми уровнями факторов. Все таблицы сопряжённости для этих переменных
сведены в одну табл. 8.

Таблица 8. Таблицы сопряжённости для переменных V1 − V4, для которых
связь с переменной классификации nclaster6 подтверждается

Кластер
Переменные 1 2 3 4 5 6 Всего
V1 1 428 1295 1133 968 1056 319 5199

2 198 423 347 216 307 89 1580
3 417 792 527 439 474 116 2765

Всего 1043 2510 2007 1623 1837 524 9544
V2 1 953 2307 1897 1407 1644 364 8572

2 75 156 91 149 140 51 662
3 15 47 19 67 53 109 310

Всего 1043 2510 2007 1623 1837 524 9544
V3 0 273 958 1037 881 1220 346 4715

1 770 1552 970 742 617 178 4829
Всего 1043 2510 2007 1623 1837 524 9544
V4 0 282 1439 1478 1313 1632 493 6637

1 761 1071 529 310 205 31 2907
Всего 1043 2510 2007 1623 1837 524 9544

В табл. 9 приведены значения коэффициентов сопряжённости Крамера-
Чупрова между кластерной переменной nclaster6 и переменными V1 − V4.

Таблица 9. Коэффициенты сопряжённости Крамера-Чупрова между
переменной nclaster6 и переменными V1 − V4

V1 V2 V3 V4

Коэффициент Крамера-Чупрова 0,086 0,182 0,259 0,416
Значимость 0,000 0,000 0,000 0,000

Из таблицы 9 видно, что наиболее сильная значимая связь наблюдает-
ся для признака тип школы (ООШ, гимназия или лицей). Другими слова-
ми вклад сильного педагогического коллектива в результаты образования

113



существеннее, чем все остальные факторы. Отметим, что фактор размера
школы (переменная V3) также оказывает положительное влияние на ре-
зультаты образовательной деятельности. Самая слабая (хотя и значимая)
связь уровня подготовки учащихся наблюдается с размером населённого
пункта. Выявленные значимые факторы можно объединить в обобщённую
линейную модель, чтобы понять насколько в совокупности эти факторы
предопределяют средние баллы выпускников школы по русскому языку и
профильной математике.

5. Обобщённая линейная модель взаимосвязи средних
показателей школ в ЕГЭ по русскому языку и профильной

математике с условиями, в которых работают школы

Рассмотрим вклад выделенных качественных переменных V1 − V4 на
зависимые переменные Yр – средний балл по русскому языку и Yм – средний
балл по профильной математике. Применим многомерный дисперсионный
анализ с использованием критериев Роя, Хотеллинга, Уилкса [4], [5]. Бы-
ла исследована полная модель с включением качественных переменных и
всевозможных взаимодействий между ними. Значимыми являются все эти
переменные и такие взаимодействия между ними: V1 × V4, V3 × V4, V1 × V2,
V1 × V2 × V3, V2 × V4. Все эти переменные хотя и дают значимый вклад
в зависимые переменные, однако коэффициенты детерминации при этом
невелики и равны 24% и 19,8% для переменных Yр и Yм соответственно.
И значит, только по этим переменным прогноз ЕГЭ-баллов затруднителен.
Соответственно и классификация школ по результатам ЕГЭ с использова-
нием только этих переменных будет в большинстве случаев ошибочна. Это
подтверждается методом дискриминантного анализа, применение которого
описано ниже.

Исследуем, можно ли расклассифицировать школы по выделенным в
разделе 3 кластерам, опираясь на выделенные выше значимые показатели
влияния и их взаимодействия.

Результаты дискриминантного анализа с указанными выше предикто-
рами представлены в табл. 10.

114



Таблица 10. Результаты классификации

Предсказанный кластер
Исходный 1 2 3 4 5 6 Итого
кластер

Исходные: частота 1 422 326 109 14 149 23 1043
% 40,5 31,3 10,5 1,3 14,3 2,2 100

2 464 591 679 26 659 91 2510
18,5 23,5 27,1 1,0 26,3 3,6 100

3 168 357 598 12 811 61 2007
8,4 17,8 29,8 0,6 40,4 3,0 100

4 68 223 476 34 692 130 1623
4,2 13,7 29,3 2,1 42,6 8,0 100

5 35 165 442 19 1025 151 1837
1,9 9,0 24,1 1,0 55,8 8,2 100

6 5 19 91 16 250 143 524
1,0 3,6 17,4 3,1 47,7 27,3 100

Лишь 29,5% исходных сгруппированных наблюдений классифициро-
вано правильно, что является неудовлетворительным.

6. Заключение

В работе из всего многообразия российских государственных школ вы-
делена достаточно однородная по формальным условиям группа крупных
городских школ, в которых обучается более половины всех учащихся стра-
ны. Для этих школ исследованы показатели их образовательной деятель-
ности по подготовке школьников по русскому языку и профильной мате-
матике на базе ЕГЭ 2016 года. В разделе 3 показано, что подобные шко-
лы довольно неоднородны по своим агрегированным результатам. Сравни-
тельный анализ различных подходов к кластеризации школ показал, что
для обобщённой классификации этих школ достаточно средних показате-
лей ЕГЭ по русскому языку и профильной математике и нет необходимо-
сти прибегать к дополнительным характеристикам распределений баллов
ЕГЭ учащихся по школам. С другой стороны, такие характеристики как
верхняя и нижняя квартили распределений баллов ЕГЭ по школам помо-
гают лучше понять реальный уровень подготовки учащихся. Так, в самом
слабом шестом кластере, в котором около 700 школ (см. таблицу 4), верх-
няя квартиль распределения ЕГЭ по профильной математике находится
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на уровне 38 баллов, то есть 75% выпускников этих школ не могут продол-
жать обучение в вузах по естественно-научным, инженерным, социально-
экономическим и управленческим специальностям. Одновременно с этим
в самом сильном кластере школ, охватывающим около 1000 крупных го-
родских школ, показатели половины выпускников по русскому языку и
математике вполне соответствуют требованиям подготовки к учебе в ву-
зах. Настоящая статья не дает более или менее полного ответа на вопрос,
почему наблюдается такой большой разброс в результатах образователь-
ной деятельности крупных городских школ. При этом нами исследовано
возможное влияние на эти результаты ряда объективных факторов, в кото-
рых работают школы. В статье рассмотрены следующие факторы: размер
населённого пункта, количество выпускных классов в школе, тип школы
(ООШ, гимназия или лицей), доля учащихся с неродным русским языком.
Выяснено, что каждый из перечисленных факторов и их взаимодействия
значимы для достижения образовательных результатов, однако предопре-
деляют эти результаты только в среднем на 20%. Это свидетельствует о
том, что в любых, даже самых неблагоприятных условиях у изученных
школ есть все возможности показать высокие образовательные результа-
ты. Как показывают построенные нами в разделе 5 обобщённые линейные
модели взаимосвязи результатов и условий, высоким образовательным ре-
зультатам благоприятствуют (в порядке убывания силы взаимосвязи):

– сильные образовательные коллективы, сформировавшиеся в бывших
гимназиях и лицеях. Эти школы (см. табл. 5) составляют около 75%
от всех школ самого сильного первого кластера и около 40% второго
и третьего кластеров. При этом их процент в самых слабых пятом и
шестом кластерах колеблется от 6% до 11%.

– Фактор числа выпускных классов (один или более). В первом и втором
кластере процент этих школ колеблется от 60% до 70% и снижается
до 36% в шестом кластере.

– Высокий процент учащихся в школе с родным русским языком. Так,
около 94% школ первого кластера – это школы, где процент учащихся
с родным русским языком составляет 80% и более. Однако, как по-
казывают результаты анализа (см. табл. 5), в самом слабом шестом
кластере процент школ с высоким процентом родного русского языка
составляет более 70%. То есть слабые показатели крупных городских
школ более характерны не для национальных республик, а для вполне
русскоговорящих регионов страны.

– Размер населённого пункта оказывает самое слабое и, можно сказать,
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не вполне однозначное влияние на образовательные результаты. Так,
больше всего школ из самого сильного кластера находится именно в
относительно мелких городах (до 250 тыс. человек), а вовсе не в самых
крупных (более 500 тыс. человек).

Табл. 5 показывает, что городская школа с любым набором более бла-
гоприятных или менее благоприятных внешних условий может попасть в
любой из выявленных кластеров. Однако особое внимание должны при-
влекать к себе школы, попавшие в самые слабые кластеры. В этих шко-
лах обучается более 1 миллиона 750 тысяч учащихся, что составляет более
10% всех учащихся школ страны. Ясно, что сбор информации о школах в
рамках проекта НИКО не позволяет выявить ряд существенных условий
функционирования государственных школ. К таким условиям, в частности,
можно отнести неблагополучные городские районы даже в крупных горо-
дах страны, слабые педагогические коллективы и многое другое. Поэтому в
моделях, связывающих условия работы школы с её агрегированными обра-
зовательными результатами, не стоит ждать высоких коэффициентов де-
терминации. Однако, на наш взгляд, любые исследования в этой области, с
одной стороны, помогают понять, какие компоненты образовательной сре-
ды способствуют более высоким образовательным результатам, а с другой
– выявить те образовательные организации, в которых при вполне благо-
приятных условиях образовательные результаты неудовлетворительны.

Библиографический список

1. https://niko.statgrad.org

2. Макаров А.А., Симонова Г.И. Сравнительный анализ результатов кластериза-
ции распределений баллов ЕГЭ по математике в регионах РФ в 2009-2010 гг. //
Статистические методы оценивания и проверки гипотез: межвуз. сб. науч. тр. /
Перм.гос.ун-т. – Пермь. – 2011. – Вып. 23. – С. 89-103.
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Abstract. In article possible approaches to clustering of large city schools of the Russian
Federation by results of their educational activity are studied. The extent to which a school
has entered a particular cluster is determined by a number of objective conditions in which
schools operate. Significant indicators of conditions affecting the EGE-results in schools were
identified. It is shown that the studied indexes of the working conditions of schools are not
sufficient for the correct clustering of schools according to the aggregated EGE-indicators.
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Уравнения для старших моментных характеристик
решения линейного стохастического

дифференциального уравнения в частных
производных с аддитивными и мультипликативными

возмущениями
И.Е. Полосков
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высшей математики

Аннотация. Рассматривается задача построения дифференциальных уравнений для
старших моментных функций решения линейного стохастического дифференциально-
го уравнения в частных производных (СДУ в ЧП) параболического типа с аддитивны-
ми и мультипликативными возмущениями. Проблема решается на основе примене-
ния разработанной ранее схемы дискретизации общей системы СДУ в ЧП с последую-
щим возвратом к непрерывной среде, которая позволяет решать ряд задач, связанных
как с динамическим анализом поведения стохастических распределенных систем, так
и получением стационарных характеристик, в частности, функционалов плотности
вероятности.
Ключевые слова: стохастическое дифференциальное уравнение в частных производ-
ных, система с распределенными параметрами, случайное поле, моментные функции,
параметрическое возмущение, уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова.

1. Введение

Быстрый рост вычислительной мощности в течение последних деся-
тилетий дает возможность моделировать и прогнозировать сложные фи-
зические процессы, происходящие в технических устройствах, природе, об-
ществе и др. Между тем в математических моделях большинства физи-
ческих процессов исследователи сталкиваются с неопределенностями из-за
неполноты моделей, ошибок измерений и ограниченности знаний, связан-
ных с входными данными. Случайные и стохастические дифференциаль-
ные уравнения в частных производных (СлДУ в ЧП, СДУ в ЧП) [1,2] дают
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возможность учесть неточные данные и внешние и/или внутренние возму-
щения в математических моделях для последующего компьютерного ана-
лиза.

Примеры такого подхода широко известны. Например, большое чис-
ло работ посвящено изучению напряженно-деформируемого состояния и
вибраций пластин и оболочек [3], случайных колебаний упругих стерж-
ней [4], машиностроительных конструкций [5], элементов оборудования [6],
транспортных систем [7]; изучению случайного деформирования и коле-
баний в упруго-пластических материалах [8, 9], стохастических режимов
в лазерах [10] и химической технологии [11], движения волн (в том чис-
ле сейсмических) в случайно неоднородных средах [12, 13], изменения ста-
тистических характеристик полей в гидромеханике [14, 15]; исследованию
процессов распространения звука [16], просачивания [17], в полимерах [18],
композитах [19], молекулярных [20], микромеханических [21] и наномеха-
нических [22] системах. Кроме того, существуют проблемы, связанные со
случайными колебаниями зданий, в т.ч., при землетрясениях [23], с опти-
мальным приемом сигналов [24], устойчивостью вибраций [25], флуктуаци-
онной электродинамикой [13], горением [26] и др.

При исследовании моделей, включающих СДУ в ЧП, применяют как
точные, так и приближенные схемы. Известно, что методы анализа сто-
хастических аналогов классических линейных уравнений математической
физики (параболических, гиперболических, колебаний балок, пластин и
др.) [3,27] основаны на разложениях решений уравнений в ряды по неслу-
чайным собственным функциям соответствующих задач. При решении не-
сложных нелинейных задач нередко с достаточной точностью можно вос-
пользоваться собственными функциями линеаризованных уравнений.

При изучении линейных систем с распределенными параметрами, как
правило, ограничиваются использованием методов корреляционного ана-
лиза [3,4]. При анализе же нелинейных объектов одним из наиболее часто
применяемых подходов является трактовка движений таких систем, как
векторных марковских процессов [28]. Но для использования теории та-
ких процессов требуется предварительная дискретизация задачи (обычно
используются различные конечно-разностные схемы, методы Фурье, Галер-
кина с разложением по формам свободных упругих колебаний и редукция
к конечному числу степеней свободы), что вносит в задачу необратимую
погрешность [28]. Другим инструментом решения подобных задач является
использование характеристических функционалов (ХФ) для случайных по-
лей [12,13]. Такая методика состоит в выводе уравнений в функциональных
производных для этих ХФ [29], а затем, после представления ХФ рядами по
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моментным функциям, в построении бесконечной цепочки зацепляющихся
уравнений для указанных моментных функций.

К настоящему времени разработано значительное число приближен-
ных методов исследования СДУ в ЧП. Заметим, что, как правило, такие
методы являются комбинациями двух или более различных схем, а неко-
торые основаны на прямом переносе процедур анализа соответствующих
детерминированных моделей, а также схем оценки реакции систем, описы-
ваемых стохастическими обыкновенными дифференциальными уравнени-
ями (СОДУ), на область исследования процессов в случайной сплошной
среде, в частности, это методы возмущений [30], полиномиального хао-
тического разложения [30], регулярного ортогонального разложения [31],
стохастические конечно-разностные методы [32], методы конечных элемен-
тов [30], Галеркина [33], конечных объемов [34], коллокаций [35], момен-
тов [36], граничных элементов [37] и др. Методы статистического моде-
лирования (Монте–Карло, ММК) [38] являются самыми общими, наиболее
распространенными и применимыми для численного анализа любых стоха-
стических систем с распределенными параметрами. Реализации различных
схем метода Монте–Карло концептуально просты и удобны в использова-
нии. Но основным недостатком ММК остается необходимость выполнения
огромного объема расчетов. Поэтому ММК по-прежнему используются, в
основном, для проверки других подходов.

Перечисленные методы и схемы обладают определенными положи-
тельными характеристиками, но не лишены и слабых мест, основным из ко-
торых, по нашему мнению, является потеря информации об исходных слу-
чайных полях при различных формах дискретизации. Поэтому несложно
заметить, что следствием необходимости уменьшения таких потерь, а так-
же появления новых задач, требующих оперативного решения, является то,
что в настоящее время постоянно возрастает интенсивность разработок со-
временных вычислительных процедур, предназначенных для применения
в рассматриваемой научной области.

В рамках наших исследований ранее была предложена схема дискре-
тизации общей системы СДУ в ЧП, которая комбинируется с последую-
щим возвратом к непрерывной среде [39]. Такая схема позволяет решать
различные задачи, связанные как с динамическим анализом поведения сто-
хастических распределенных систем, так и с получением стационарных ха-
рактеристик (функционалов плотности вероятности). Ниже рассматрива-
ется применение данной схемы для получения дифференциальных уравне-
ний для старших моментных функций решения линейного стохастического
дифференциального уравнения в частных производных параболического
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типа с аддитивными и мультипликативными возмущениями. Данная про-
цедура лишена одного из недостатков упомянутых выше методов, а имен-
но, результирующие дифференциальные уравнения являются ДУ В ЧП
для первичных статистических характеристик неизвестного поля, а не для
вторичных – параметров предварительной дискретизации этого поля.

2. Постановка задачи

Рассмотрим следующее СДУ в ЧП (в смысле Стратоновича [40]):

∂U(x, t)

∂t
+ α2 U(x, t) = β2 ∂

2U(x, t)

∂x2
+
[
γ0 + γ V (x, t)

]
U(x, t), (1)

U(x, 0) = U 0(x), (2)

где t > 0 – время; x ∈ R = (−∞,+∞); U(x, t) – неизвестное случайное
поле; U 0(x) – случайная функция с известными характеристиками; V (x, t)
– пространственно-временно́й белый шум, вероятностные характеристики
которого определяются следующими соотношениями:

E[V (x, t)] = 0, E[V (x1, t1)V (x2, t2)] = δ(x2 − x1) δ(t2 − t1);

α > 0, β > 0, γ, γ0 – постоянные; E[...] – символ математического ожидания.
Задача исследования состоит в построении детерминированных ДУ

в ЧП для старших моментов случайного поля U(x, t), удовлетворяющего
уравнению (1) и начальному условию (2).

3. Дискретизация СДУвЧП

Дискретизируем уравнения (1) по пространственной координате x. Для
этого введем сетку xℓ = ℓ h, ℓ = 0, ±1, ±2, ..., h – шаг сетки (0 < h ≪ 1), и
заменим вторую частную производную функции U(x, t) по пространствен-
ной координате ее конечно-разностной аппроксимацией. В результате полу-
чим бесконечную систему СОДУ для счетного числа случайных функций
Uℓ(t) с сосредоточенными белыми шумами Vℓ(t) на входе (аналог метода
прямых для детерминированных систем):

U̇ℓ(t) + α2 Uℓ(t) = β2 Uℓ−1(t)− 2Uℓ(t) + Uℓ+1(t)

h2
+
[
γ0 + γ Vℓ(t)

]
Uℓ(t). (3)

По системе (3) можно формально построить уравнение Фоккера–Планка–
Колмогорова (ФПК-уравнение) для совместной плотности вероятности p =
p(u, t) распределения функций Uℓ(t)

∂p

∂t
=

1

2

+∞∑
r,q=−∞

∂2
(
brq p

)
∂ur ∂uq

−
+∞∑

r=−∞

∂
(
ar p

)
∂ur

≡ Lp, (4)
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p(u, 0) = p0(u), (5)

где коэффициенты сноса ar и диффузии brq вычисляются по соотношениям,
аналогичным формулам Стратоновича:

ar = fr +
1

2

+∞∑
q=−∞

+∞∑
k=−∞

∂grk
∂uq

gqk, brq =
+∞∑

k=−∞

grk gqk.

Учитывая структуру уравнений (3), можем записать:

fr = −α2 ur + β2 ur−1 − 2ur + ur+1

h2
+ γ0 ur, grk = δrk γ ur,

где δrk – символ Кронекера. Отсюда находим:

ar = µur + β2 ur−1 − 2ur + ur+1

h2
, brq = δrq γ

2 u2r,

где µ = γ0+
1
2 γ

2−α2. При этом ФПК-уравнение примет следующую форму:

∂p

∂t
=

γ2

2

+∞∑
r=−∞

∂2
(
u2r p

)
∂u2r

−
+∞∑

r=−∞

∂
(
ar p

)
∂ur

. (6)

Теперь можно построить систему обыкновенных дифференциальных
уравнений (ОДУ) для моментных функций различного порядка векторного
случайного процесса

U (t) = {..., U−n(t), ..., U−2(t), U−1(t), U0(t), U1(t), U2(t), ..., Un(t), ...}.

Для этого будем домножать обе части уравнения (6) на различные произ-
ведения компонент uℓ вектора u = {..., u−n, ..., u−2, u−1, u0, u1, u2, ..., un, ...}
вида uℓ1, u2ℓ1, uℓ1 uℓ2, u3ℓ1, u2ℓ1 uℓ2, uℓ1 uℓ2 uℓ3, u4ℓ1, u3ℓ1 uℓ2, u2ℓ1 u

2
ℓ2

, u2ℓ1 uℓ2 uℓ3,
uℓ1 uℓ2 uℓ3 uℓ4 (ℓ1 ̸= ℓ2 ̸= ℓ3 ̸= ℓ4) и интегрировать по векторному простран-
ству счетной размерности, получая ОДУ для моментных функций Mℓ1(t),
Mℓ1ℓ1(t), Mℓ1ℓ2(t), Mℓ1ℓ1ℓ1(t), Mℓ1ℓ1ℓ2(t), Mℓ1ℓ2ℓ3(t), Mℓ1ℓ1ℓ1ℓ1(t), Mℓ1ℓ1ℓ1ℓ2(t),
Mℓ1ℓ1ℓ2ℓ2(t), Mℓ1ℓ1ℓ2ℓ3(t), Mℓ1ℓ2ℓ3ℓ4(t). В результате получим:

Ṁℓ1(t) = µMℓ1(t) + β2 Mℓ1−1(t)− 2Mℓ1(t) +Mℓ1+1(t)

h2
,

Ṁℓ1ℓ1(t) =
(
γ2 + 2µ

)
Mℓ1ℓ1(t) + 2 β2 Mℓ1,ℓ1−1(t)− 2Mℓ1ℓ1(t) +Mℓ1,ℓ1+1(t)

h2
,

Ṁℓ1ℓ2(t) = 2µMℓ1ℓ2(t) + β2 Mℓ1−1,ℓ2(t)− 2Mℓ1ℓ2(t) +Mℓ1+1,ℓ2(t)

h2
+

+ β2 Mℓ1,ℓ2−1(t)− 2Mℓ1ℓ2(t) +Mℓ1,ℓ2+1(t)

h2
,
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Ṁℓ1ℓ1ℓ1(t) =
(
3 γ2 + 3µ

)
Mℓ1ℓ1ℓ1(t) +

+ 3 β2 Mℓ1ℓ1,ℓ1−1(t)− 2Mℓ1ℓ1ℓ1(t) +Mℓ1ℓ1,ℓ1+1(t)

h2
,

Ṁℓ1ℓ1ℓ2(t) =
(
γ2 + 3µ

)
Mℓ1ℓ1ℓ2(t) +

+2 β2 Mℓ1,ℓ1−1,ℓ2(t)− 2Mℓ1ℓ1ℓ2(t) +Mℓ1,ℓ1+1,ℓ2(t)

h2
+

+ β2 Mℓ1ℓ1,ℓ2−1(t)− 2Mℓ1ℓ1ℓ2(t) +Mℓ1ℓ1,ℓ2+1(t)

h2
,

Ṁℓ1ℓ2ℓ3(t) = 3µMℓ1ℓ1ℓ2(t) + β2 Mℓ1−1,ℓ2ℓ3(t)− 2Mℓ1ℓ2ℓ3(t) +Mℓ1+1,ℓ2ℓ3(t)

h2
+

+β2 Mℓ1,ℓ2−1,ℓ3(t)− 2Mℓ1ℓ2ℓ3(t) +Mℓ1,ℓ2+1,ℓ3(t)

h2
+

+ β2 Mℓ1ℓ2,ℓ3−1(t)− 2Mℓ1ℓ2ℓ3(t) +Mℓ1ℓ2,ℓ3+1(t)

h2
,

Ṁℓ1ℓ1ℓ1ℓ1(t) =
(
6 γ2 + 4µ

)
Mℓ1ℓ1ℓ1ℓ1(t) +

+ 4 β2 Mℓ1ℓ1ℓ1,ℓ1−1(t)− 2Mℓ1ℓ1ℓ1ℓ1(t) +Mℓ1ℓ1ℓ1,ℓ1+1(t)

h2
,

Ṁℓ1ℓ1ℓ1ℓ2(t) =
(
3 γ2 + 4µ

)
Mℓ1ℓ1ℓ1ℓ2(t) +

+3 β2 Mℓ1ℓ1,ℓ1−1,ℓ2(t)− 2Mℓ1ℓ1ℓ1ℓ2(t) +Mℓ1ℓ1,ℓ1+1,ℓ2(t)

h2
+

+ β2 Mℓ1ℓ1ℓ1,ℓ2−1(t)− 2Mℓ1ℓ1ℓ1ℓ2(t) +Mℓ1ℓ1ℓ1,ℓ2+1(t)

h2
,

Ṁℓ1ℓ1ℓ2ℓ2(t) =
(
2 γ2 + 4µ

)
Mℓ1ℓ1ℓ2ℓ2(t) +

+2 β2 Mℓ1,ℓ1−1,ℓ2ℓ2(t)− 2Mℓ1ℓ1ℓ2ℓ2(t) +Mℓ1ℓ1+1,ℓ2ℓ2(t)

h2
+

+ 2 β2 Mℓ1ℓ1ℓ2,ℓ2−1(t)− 2Mℓ1ℓ1ℓ2ℓ2(t) +Mℓ1ℓ1ℓ2,ℓ2+1(t)

h2
,

Ṁℓ1ℓ1ℓ2ℓ3(t) =
(
γ2 + 4µ

)
Mℓ1ℓ1ℓ2ℓ3(t) +

+2 β2 Mℓ1,ℓ1−1,ℓ2ℓ3(t)− 2Mℓ1ℓ1ℓ2ℓ3(t) +Mℓ1ℓ1+1,ℓ2ℓ3(t)

h2
+

+β2 Mℓ1ℓ1,ℓ2−1,ℓ3(t)− 2Mℓ1ℓ1ℓ2ℓ3(t) +Mℓ1ℓ1,ℓ2+1,ℓ3(t)

h2
+

+ β2 Mℓ1ℓ1ℓ2,ℓ3−1(t)− 2Mℓ1ℓ1ℓ2ℓ3(t) +Mℓ1ℓ1ℓ2,ℓ3+1(t)

h2
,

Ṁℓ1ℓ2ℓ3ℓ4(t) = 4µMℓ1ℓ2ℓ3ℓ4(t) +

+β2 Mℓ1−1,ℓ2ℓ3ℓ4(t)− 2Mℓ1ℓ2ℓ3ℓ4(t) +Mℓ1+1,ℓ2ℓ3ℓ4(t)

h2
+

+β2 Mℓ1,ℓ2−1,ℓ3ℓ4(t)− 2Mℓ1ℓ2ℓ3ℓ4(t) +Mℓ1,ℓ2+1,ℓ3ℓ4(t)

h2
+
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+β2 Mℓ1ℓ2,ℓ3−1,ℓ4(t)− 2Mℓ1ℓ2ℓ3ℓ4(t) +Mℓ1ℓ2,ℓ3+1,ℓ4(t)

h2
+

+ β2 Mℓ1ℓ2,ℓ3,ℓ4−1(t)− 2Mℓ1ℓ2ℓ3ℓ4(t) +Mℓ1ℓ2ℓ3,ℓ4+1(t)

h2
.

Возвратимся теперь к непрерывной среде, трактуя полученные выше
уравнения для моментов функций Uℓ(t) как конечно-разностные аппрок-
симации соответствующих уравнений для моментов исходного случайного
поля U(x, t), а именно:

∂2m1(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=xℓ1

=
∂2
{
E[U(x, t)]

}
∂x2

∣∣∣∣
x=xℓ1

= E

[
∂2U(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=xℓ1

]
≈

≈ E

[
Uℓ1−1(t)− 2Uℓ1(t) + Uℓ1+1(t)

h2

]
=

Mℓ1−1(t)− 2Mℓ1(t) +Mℓ1+1(t)

h2
,

∂2m11(x, y, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=xℓ1

,y=xℓ2

=
∂2
{
E[U(x, t)U(y, t)]

}
∂x2

∣∣∣∣
x=xℓ1

,y=xℓ2

=

= E

[
∂2
{
U(x, t)U(y, t)

}
∂x2

∣∣∣∣
x=xℓ1

,y=xℓ2

]
= E

[
∂2U(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=xℓ1

U(y, t)
∣∣
y=xℓ2

]
≈

≈ E

[
Uℓ1−1(t)Uℓ2(t)− 2Uℓ1(t)Uℓ2(t) + Uℓ1+1(t)Uℓ2(t)

h2

]
=

=
Mℓ1−1,ℓ2(t)− 2Mℓ1ℓ2(t) +Mℓ1+1,ℓ2(t)

h2
,

∂2m111(x, y, z, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=xℓ1

,y=xℓ2
,z=xℓ3

=

=
∂2
{
E[U(x, t)U(y, t)U(z, t)]

}
∂x2

∣∣∣∣
x=xℓ1

,y=xℓ2
,z=xℓ3

=

= E

[
∂2
{
U(x, t)U(y, t)U(z, t)

}
∂x2

∣∣∣∣
x=xℓ1

,y=xℓ2
,z=xℓ3

]
=

= E

[
∂2U(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=xℓ1

U(y, t)U(z, t)
∣∣
y=xℓ2

,z=xℓ3

]
≈

≈ E

[
Uℓ1−1(t)Uℓ2(t)Uℓ3(t)− 2Uℓ1(t)Uℓ2(t)Uℓ3(t) + Uℓ1+1(t)Uℓ2(t)Uℓ3(t)

h2

]
=

=
Mℓ1−1,ℓ2ℓ3(t)− 2Mℓ1ℓ2ℓ3(t) +Mℓ1+1,ℓ2ℓ3(t)

h2

и т.д. Кроме того, с точностью порядка O(h) можно получить соотношение

Mℓ1,ℓ1−1(t)− 2Mℓ1ℓ1(t) +Mℓ1,ℓ1+1(t)

h2
≈
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≈ Mℓ1−1,ℓ1−1(t)− 2Mℓ1ℓ1(t) +Mℓ1+1,ℓ1+1(t)

h2
≈ ∂2m2(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=xℓ1

,

а затем по аналогии соответствующие формулы и для других комбинаций
индексов. Тогда будем иметь:

∂m1(x, t)

∂t
= µm1(x, t) + β2 ∂

2m1(x, t)

∂x2
,

∂m2(x, t)

∂t
=

(
γ2 + 2µ

)
m2(x, t) + 2 β2 ∂

2m2(x, t)

∂x2
,

∂m11(x, y, t)

∂t
= µm11(x, y, t) + β2

[∂2m11(x, y, t)

∂x2
+

∂2m11(x, y, t)

∂y2

]
,

∂m3(x, t)

∂t
=

(
3 γ2 + 3µ

)
m3(x, t) + 3 β2 ∂

2m3(x, t)

∂x2
,

∂m21(x, y, t)

∂t
=

(
γ2 + 3µ

)
m21(x, y, t)+

+β2
[
2
∂2m21(x, y, t)

∂x2
+

∂2m11(x, y, t)

∂y2

]
,

∂m111(x, y, z, t)

∂t
= 3µm111(x, y, z, t)+

+β2
[∂2m111(x, y, z, t)

∂x2
+

∂2m111(x, y, z, t)

∂y2
+

∂2m111(x, y, z, t)

∂z2

]
,

∂m4(x, t)

∂t
=

(
6 γ2 + 4µ

)
m4(x, t) + 4 β2 ∂

2m4(x, t)

∂x2
, (7)

∂m31(x, y, t)

∂t
=

(
3 γ2 + 4µ

)
m31(x, y, t)+

+β2
[
3
∂2m31(x, y, t)

∂x2
+

∂2m31(x, y, t)

∂y2

]
,

∂m22(x, y, t)

∂t
=

(
2 γ2 + 4µ

)
m22(x, y, t)+

+β2
[
2
∂2m22(x, y, t)

∂x2
+ 2

∂2m22(x, y, t)

∂y2

]
,

∂m211(x, y, z, t)

∂t
=

(
γ2 + 4µ

)
µm211(x, y, z, t)+

+β2
[
2
∂2m211(x, y, z, t)

∂x2
+

∂2m211(x, y, z, t)

∂y2
+

∂2m211(x, y, z, t)

∂z2

]
,

∂m1111(x, y, z, ρ, t)

∂t
= 4µm1111(x, y, z, ρ, t) + β2

[∂2m1111(x, y, z, ρ, t)

∂x2
+

+
∂2m1111(x, y, z, ρ, t)

∂y2
+

∂2m1111(x, y, z, ρ, t)

∂z2
+

∂2m1111(x, y, z, ρ, t)

∂ρ2

]
,

126



где обозначено

mi(x, t) = E
[
U i(x, t)

]
, mij(x, y, t) = E

[
U i(x, t)U j(y, t)

]
,

mijk(x, y, z, t) = E
[
U i(x, t)U j(y, t)Uk(z, t)

]
,

1 6 i+ j + k 6 4, k 6 j 6 i,

m1111(x, y, z, ρ, t) = E[U(x, t)U(y, t)U(z, t)U(ρ, t)] .

Заметим, что определять начальную плотность p0(u) в данной схеме
нет необходимости, т.к. ФПК-уравнение используется только как промежу-
точный инструмент получения уравнений для моментов.

4. Пример

Воспользуемся полученными уравнениями для вычисления m3(x, t) и
m4(x, t) для следующих исходных параметров:

α = 3/4, β = 1/8, γ = γ0 = 1/5.

Предположим, что начальное поле U 0(x) = exp(−x2), т.е. является неслу-
чайным. Отсюда

m0
1(x) = e−x2

, m0
3(x) =

[
m0

1(x)
]3

= e−3x2

, m0
4(x) =

[
m0

1(x)
]4

= e−4x2

.

Результаты расчетов поведения m3(x, t) и m4(x, t) – профили этих
функций при значениях времени t от 0 до 2 с шагом 0,2 приведены на
рис. 1 и 2.
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Рис. 1
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Рис. 2

5. Заключение

Анализируя представленные результаты, несложно установить, что из-
ложенная схема может быть применена для расчета старших моментов ре-
шений линейных параметрических эволюционных СДУ в ЧП более высо-
ких (по времени) порядков, а также систем таких уравнений.
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Equations for Higher Moment Characteristics of Solution
of a Linear Stochastic Partial Differential Equation

with Additive and Multiplicative Perturbations
Igor E.Poloskov1

1 Perm State National Research University;
polosk@psu.ru; +7(342) 2396560, Russia, Perm, Bukirev str., 15

Abstract. This paper is devoted to consideration of the problem to obtain differential equati-
ons for the higher moment functions of solution for a linear stochastic partial differential
equation (SPDE) of parabolic type with additive and multiplicative perturbations. The problem
is resolved on the basis of a usage of our discretization scheme, previously developed, for the
general SPDE systems with subsequent return to a continuous medium. This scheme allows
to solve a number of problems related to both dynamic analysis of the behavior of stochastic
distributed systems and obtaining stationary characteristics, in particular, probability density
functionals.

Key words: stochastic partial differential equation, system with distributed parameters,
random field, moment functions, parametric fluctuation, Fokker–Planck–Kolmogorov equation.
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